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Résumé. Oneétudie I'ensemble des nombres @thgiques de hauteur et de dedporrés ai une fonc-
tion analytique transcendante prend des valeursbaigues(©) 2002 Aca@mie des scien-
cesEditions scientifiques et aticales Elsevier SAS

On the number of algebraic points where an analytic transcendental function
takes algebraic values

Abstract.  We study the set of algebraic numbers of bounded height and bounded degree where an
analytic transcendental function takes algebraic value€) 2002 Aca@mie des scien-
cesEditions scientifiques et adicales Elsevier SAS

Abridged English version

Given a function f, analytic and transcendental ou@fz|, we are interested on the sét;, of algebraic
points on whichf takes algebraic values. For exemple, for the exponential funcsipns= {0}, and for
f(z) =27, Sy = Q. We know, from Sackel ([8], [3] and [6] chap. 3), that there exist entire transcendental
functions, which take algebraic value at every algebraic point, i.e. for whijck Q. In theorem 0.1, we
construct an entire transcendental functjpsuch that, for alle € Q, f(a) € Q(«a), with an effective
control on the heights of these values.

We classify the countable set of all algebraic numbers by the degree and the heigtg.ali algebraic
number, we denote its degree ), its Mahler mesure by/(«) and its absolute logarithmic height,
ﬁ log M («), by h(a).

ForR € RU{>}, r € RsuchthatR > r > 0, and, f a function analytic oveD(0, R), for every
integerD > 1and everyreaN > 0, Xp y = ¥p n(f,r) will denote the set of numbersc€ QN D(0, )
such that

f@)€Q, [Qa, f(a)): QI < D, h(a) <N and h(f(a)) <N,

andop n Will denote its cardinal. SoSy is the union of allp x forD > 1 andN > 0.
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THEOREMO.1. — Let ¢ be a positive function sucht thafz) /= tends toward$) whenxz — oo. There
exists an entire functiofi transcendental ove€|z], such that

f(a) € Q(a), YaeQ,

and for every integeD > 1, there is an infinite number of real§ > 0, verifying
1
card(Xp n(f,1)) > ieD(DHM’(N).

For fixed D and NV, this set is finite. In fact, it is contained in the set
Epn={a€Q/ [Q():Q] <D, h(a) <N}
which is finite. We denote byp y its cardinal.

LEMMA 0.2. — For every integetD > 1 and every realV > 0, the cardinal numbetp x of Ep x is

such that
DPD+(N-1) DN < eD(D+1)(N+1)

The proof is elementary. The upper bound is easy; a more accurate estimaterds towards infinity
is known [1], but is not explicit. To obtain the lower bound, we count the polynomiafg X of bounded
height which are 2-Eisenstein over the riig of 2-adic integers; a more accurate upper bound is given in
[5]. It seems that no asymptotic estimate is known ([7] p. 27).

The following result is the main theorem of this paper.

THEOREMO.3. — Upper bound for the cardinal number Bfp n (f, 7).

LetR € RU {0}, r € RsuchthatR > r > 0, and f a function which is analytic oveD(0, R).
There is a constant > 0, which depends only oR, » and f, such that, for every integap > 1, there is
an infinite number of real® > 0 for which

card(Ep n(f,r)) < yD3N2.

Even if we replace the upper bound in Theorem 0.3, by any funatiohe?(P+D¢(N) Theorem 0.1
(resp. 0.3) shows that we cannot replace, in Theorem 0.3 (resp. 0.1), “there is an infinity a¥ témls
“for all N large enough”. For the particular caBe= 1, Elkies ([2] th.4.) has shown that, for every> 0,
there exists a positive constast such that for every reaV > 0, card(Z; n) < AceV.

1. Introduction et r ésultats

Etant donie une fonctiory analytique et transcendante qUfz], on s'interessex 'ensembleS; des
points algbriques en lesquels la fonctighprend des valeurs &fpriques. Par exemple, pour la fonction
exponentielleS; = {0}, et si on posef(z) = 27, alorsS; = Q. On sait, d’apés Séckel (cf. [8] et aussi
[3] et [6] chap. 3), gu'il existe des fonctions emtes et transcendantes, prenant des valeugbadgies en
tous les points alepriques, c’esé-dire, telles qué; = Q. Dans le tieoeme 1.1, on construit une fonction
f entiere et transcendanténifiant, pour touty € Q, f(a) € Q(«), et pour laguelle on a un coidle de la
hauteur de ces valeurs.

Nous filtrons I'ensemble &ombrable des nombres ahligiques par le degret la hauteur. Sk est un
nombre algbrique, on notel(«) son dege, M («) sa mesure de Mahler éf«) = log M (a) sa
hauteur logarithmique absolue.

_1
d(c)
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Valeurs alg ébriques de fonctions transcendantes

Pour des nombreR € R U {oo} etr € R tels queR > r > 0, et une fonctionf analytique sur
D(0, R), on note, pour tout entieD > 1 ettout BelN > 0, ¥p y = Ep n(f,7) 'ensemble des
nombresy € Q N D(0, ) tels que

fl@)€Q, [Q(a, f(a)): Q] < D, h{a) <N et h(f(a)) <N,

etop n son cardinal. AinsiS; est la Bunion dep y pourD > 1 etN > 0.

THEOREME 1.1. — Soit¢ une fonction positive telle qug(z)/x tende vers) quandx — oco. Il existe
une fonctionf entiére et transcendante s@[z], vérifiant

f(@) € Q(a), YaeQ,

et telle que, pour tout entied > 1, il existe une infink de gelsN > 0, vérifiant

1
card(Xp n(f, 1)) > ieD(DHM’(N)-

PourD et N fixés, cet ensemble est fini. En effet, il est contenu dans I'ensemble
Epny={acQ/ [Q():Q] <D, h(a)< N}
qui est fini. Notons p  son cardinal.

LEMME 1.2. — Pour tout entierD > 1 et tout eel NV > 0, le cardinalep y de Ep y vérifie

GD(D+1)(N— D(D+1)(N+1)

D < €D,N <e
La demonstration estlementaire. La majoration est facile ; une estimation plézige quandV tend
vers l'infini est connue [1], mais elle n'est pas explicite. Pour la minoration, on compte lesopuodgn
dansZ[X] de hauteur boree qui sont 2-Eisenstein sur 'annedy des entiers 2-adiques ; une minoration
|leégerement plus f@cise se trouve aussi dans [5]. Aucune estimation asymptotique ne semble actuellement
connue ([7] p. 27).
Le résultat suivant constitue legbheme principal de ce travail.
THEOREME 1.3. — Majoration du cardinal d&p (£, 7).
SoientkR € R U {co} etr € R tels queR > r > 0, et f une fonction analytique sub(0, R). Il existe
une constante > 0, dependant uniquement d& r et f, telle que, pour tout entieD > 1, il existe une
infinité de €elsN > 0 pour lesquels

card(Ep n(f, 7)) < yD3N2.

Le Theoeme 1.1 (resp. 1.3) montre qu’on ne peut pas remplacer, dan€@@ente 1.3 (resp. 1.1), “il
existe une infink de EelsN” par “pour toutN assez grand”, et ceci@me pour une borne sépeure allant
jusqua 3PPV pour le cas particulierioD = 1, Elkies ([2] th.4.) a @monté que, pour tout > 0,
il existe une constantd, > 0, telle que, pour toutdel N > 0, card(3; n) < Ace V.

2. Démonstration du Théoréme 1.1

Soienty une fonction erifiant les hypothses du Teoeme 1.1(b;)x>1 une suite de nombreéels> 0
et telle que Ia‘eriezk>1 by, soit convergente et; > 1 un nombre &el tel que pour touelx > x,

9(z) <z — 1. )

Soient(Ns)s>1 une suite strictement croissante de nombéedse> z, tendant vers l'infini e{as)s>1
une suite de nombres rationneBrifiant les conditions suivantes.
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i) Pour une infinié ded, as # 0 et pour touts > 1, |ag| < bs(d + e¥No) 0.5,
i) Pour touty > 2,

5—1
Ns =2 <1og(5 -1)+ Z h(ar) + (6 — 1)es—1.n,_,(log2+ 1 + N51)> . 2
k=1
i) Pour toutd > 2,
N5 a6 @®)
¢(N5) = E(S—l,N(;,l'

On pose, pour tout > 1, ettoutz € C,

Pk(X) = H (X — ﬁ) et f(Z) = ZakPk(z)

BEEK, Ny, k>1

De la condition i) on éduit que la fonctiory est une fonction ergtre et non polyamiale ; elle est donc
transcendante.

Soitor € Q. Montrons quef(a) € Q(«). Par hypotRse, la suité N;);>1 tend vers linfini, donc les
ensemble$Ey n, )i>1 forment une suite croissante pour l'inclusion, demionQ, et il existek, > 1 tel
que, pour touk > ko, Pr(a) = 0 et

ko—1

fla) =" axPi().
k=1

De plus, les polyimesP; sont fixés par touglement du groupe de Galois @esurQ; ils sont donca
coefficients rationnels, et comme, p&fidition, les nombrea,. sont aussi rationnelg,(a) € Q(«).
SoientD etd deux entiers tels qué > D > 1. Montrons que I'ensemble

Spn,(f,1) ={aeQnD(0,1)/ deg(e) <D, h(e) < Na, h(f()) < Na}

contientEp ¢(n,)+1 N D(0,1). Soita € Q tel que
deg(a) < d et h(a) < ¢(Ng) + 1.
CommeN, > x, alors, d'apés (1),6(Ng) < Ng — 1, eth(a) < Ng. Comme, en plusjeg(a) < d,
alorsa € Eq N, etVk > d, Py(a) =0.

Sid= D = 1, alors f(«) = 0 eton al'inclusionk; 4n,)+1 N D(0,1) C X1 N, (f, 1).
Supposons maintenant qde> D > 1. Alors

d—1
fla) =" arPu(e).
k=1

D’apres les conditions (2) et (3), on montre que la hauteuf(de est inerieurea

d—1
(;5(]\7,1) ((d — 1)6,1_171\](#1) + log(d — 1) + Z h(ak) —+ (d — 1)ed_17Nd71(10g2 +1+ Nd—l) < Ny
k=1

En particulier, sic € Ep 4(n,)+1 N D(0,1), alorsdeg(a) < D < d eth(f(a)) < Ng, ce qui montre
quea € Xp n,(f,1).
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Valeurs alg ébriques de fonctions transcendantes

Ainsi, pourd > D > 1, nous avons

OD,N; = Cal"d(ED’Nd(f, 1)) > card(ED7¢(Nd)+1 N D(O, 1))

En remarquant que si € Q — {0} on ad(a) = d(1/a) eth(a) = h(1/a), et en appliquant le lemme
1.2, nous obtenons

1 1
OD,N,; 2 §Card(ED-,d>(Nd)+1) > 56D(D+1)¢(Nuz)_

3. Démonstration du Théoreme 1.3

3.1. Choix des parangtres et construction deSp v

On se donneR, r et f vérifiant les hypothses du tkoeme. On pose, = log (R;jgz) . Cest un
2

nombre éel strictement positif. On se donne aussi un entistrictement positif et &rifianty > 2 (%)

Par I'absurde, on suppose qu'il existe un enfieg= 1 et un entierNy > 1 suffisamment grand tels que
pour toutN > Ny on aitcard(Xp n(f,7)) = yD3N?.

Pour toutV > N, — 1, on extrait deXp_y un sous-ensembl€p n dontle nombre dléments, que I'on
notesy, est exactementD3N?2. On pose

T = {%DQNO} et up = log (27> 7| f|F) .
CommeN, est suffisamment grand on a

CoSNy—1 > up + (D — 1) log(2T*) + 2T No(D — 1) + 2T Ny D. (4)

3.2. Lafonction auxiliaire
Un lemme de Siegel [4] nous donne I'existence d’'un polye P € Z[X, Y], non nul (et @pendant de
Np), dont le dege par rappora chacune des variables esfT’, tel que
P(a,f(a)) =0, Va € SD,N(”
et dont les coefficients sont mageren valeur absolue paF2e2”No,
La fonctionF(z) = P(z, f(z)) s'annule sur tout I'ensembl&p y;, .
3.3. Récurrence et conclusion

On montre paré&currence que pour tol¥ > Ny, F s'annule sur tout 'ensembl€p .

On se donneV > N, et on suppose quE(a) = 0, pour touter € Sp . En appliquant un lemme de
Schwarz [9], et dgicea la borne obtenue pour les coefficientsifen montre que, pour tout € D(0, ),
et donc, en particulier, pour toute Sp n+1,

[Pa)] < etrmeosn,

Gracea la majoration de la hauteur des coefficientsijeet de I'inégali€ (4), et, en notanL(P) la

longueur deP, on obtient
|F ()] < L(P)~ P~ DT(h(e)+h(f ()

L'in égali€ de Liouville [9] impliqueF'(«) = 0.
On a ainsi mon& que pour toufV > Ny, la fonction F' s’annule suiSp x, ce qui contredit le toreme
sur les &ros isoés d’une fonction holomorphe et nous donnedguitat cherch.
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