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Dans ce travail k est un corps de nombres et k' est une extension quadratique de k qui n’intervient
que quand on considere des groupes unitaires. Le programme d’Arthur consistant & ramener 1’étude
des formes automorphes d’'un groupe classique a celui d’'un groupe GL convenable est sur le point
de s’achever. Il est donc intéressant de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
forme automorphe de carré intégrable d’un groupe classique ne soit pas cuspidale. On part des idées
d’Arthur et les textes de base sont [3], [4] (référence qui ne supposent pas les groupes quasidéployés
mais qui sont trop anciennes pour certains points de détail), [5] et sont annoncés en version complete
pour un avenir proche; l'auteur a bien conscience que ses résultats sont conditionnels tant que les
articles d’Arthur ne sont pas publiés, dans les références données les résultats sont suggérés mais non
démontrés. Ici G est un groupe classique, on n’a pas inclus les groupes de similitudes (GU, Gsp,
Gspin(2m + 1)) bienqu’il apparait maintenant avec [7] que les méthodes d’Arthur s’y appliqueront
aussi et nos méthodes ont un degré de généralité suffisant pour s’y adapter. On va donc écrire ce que
lon utilise. Donc ici G est SO(2n + 1,k), Sp(2n, k) ou un groupe unitaire U(n, k'/k) ; nos méthodes
s’appliquent aussi aux groupes O(2n) mais on a essayé de limiter la technicité de l'article et on n’a
donc pas écrit les sorites nécessaires pour ce groupe.

Pour simplifier, on introduit tout de suite une notation : soit a, b des entiers et p une représentation
cuspidale unitaire de GL(d,, k'), on note Speh(p,b) la représentation de carré intrégrable irréductible
de GL(dyb, k') dont le support cuspidal est X;c(5-1)/2,—(—1)/2)°] |°.

En plus du fait que les résultats d’Arthur ne sont pas disponibles, il y a une difficulté technique
supplémentaire puisqu’on ne connait pas la conjecture de Ramanujan pour les groupes GL ; ceci n’est
absolument pas grave (cela a déja été remarqué en [31]) mais cela complique la rédaction. On a donc
décidé ici d’admettre la conjecture de Ramanujan pour rendre plus clair les idées mais on n’utilise la
conjecture de Ramanujan que pour la description des paquets locaux (o on sait trés bien comment il
faut compléter) et dans aucun autre argument. Pour un résultat définitif, il faudra bien évidemment
écrire quelques lemmes techniques supplémentaires qui ne posent aucun probleme.

On suit Arthur [5] pour décrire le spectre discret en généralisant de fagon a peu pres évidente au
cas des groupes unitaires et on reviendra sur le cas des groupes O(2n) ci-dessous ; pour passer du cas
non quasidéployé au cas général on utilise [5] (29.29) qui est un résultat dont toutes les démonstrations
sont publiées et qui s’applique a tout groupe réductif connexe.

Suivant Arthur ([5] 30.10 et lignes suivant loc.cite 30.16), on note 1 le parametre globale qui se
décompose en @©;c1,q%i, chaque 1); paramétrisant une représentation irréductible du spectre discret
d’un groupe linéaire convenable défini sur k sauf si G est un groupe unitaire ou k est remplacé par
lextension £’ ; on note la représentation correspondante Speh(p;,b;) ou p; est une représentation cus-
pidale unitaire d’un groupe linéaire convenable et b; est un entier; ce n’est donc pas ¥ qui compte mais
la représentation induite pour le groupe linéaire convenable X ;c1 gSpeh(p;,d;). Tous les parametres
de cette forme ne sont pas atteints; puisque I'on a endoscopie tordue, on a un automorphime extérieur
0¢ qui est défini pour tout groupe linéaire défini sur k ou k' (respectivement), le parametre v doit
étre invariant par 6g. Cela a un sens concret les séries d’Eisenstein sont holomorphes sur ’axe unitaire
et définissent donc un morphisme de la représentation induite x;cp1 g5peh(p;, b;) dans I'ensemble des



formes automorphes du groupe linéaire convenable réalisé explicitement (une fois que 1’on a choisi un
sous-groupe de Borel standard) ; 65 opére sur 'ensemble des formes automorphes et on demande qu’il
laisse stable cet espace. La deuxieme condition simple est que ’ensemble de 1; est sans multiplicité
(c’est la condition Sy fini d’Arthur [5] 30.12 et suivantes); ces 2 conditions sont équivalentes a ce
que pour tout ¢ € [1,d], OcSpeh(pi,b;) ~ Speh(p;,b;). Il y a une troisieme condition plus difficile &
écrire; elle est expliquée dans [5] bas de la page 242, ce qui suit 30.13; I'idée est que les parametres
doivent se factoriser par le L-groupe de G mais ce n’est pas simple a écrire en ’absence de groupe
tannakien. Arthur en donne une autre formulation (pas tout a fait équivalente) en [5] théoreme 30.3
(a) & l'aide des poles de fonction L. C’est cette formulation qu’il est facile de généraliser; il n’y pas
tout a fait équivalence entre le fait que les fonctions L des p; ont des poles aux bons endroits et le
fait que les parametres se factorisent par le L-groupe de G ; il manque des conditions liées a la forme
qui sert a definir G mais ces conditions sont un produit de conditions locales et donc sont impliquées
par le fait que les paquets locaux ne doivent pas étre vides (cf. ci-dessous). Pour faire simple, disons
qu’il existe une représentation rg de tout groupe linéaire complexe (associée a () tel que pour tout
1 pouvant intervenir comme parametre globale, pour tout 7 € [1,d], L(p;,rg,s) a un pdle en s = 1 si
et seulement si b; est paire; pour les groupes symplectiques ou orthogonaux r¢ est bien connue (cf.
[5] th. 30.3) et pour les groupes unitaires; il faut prendre soit la fonction L d’Asai soit une tordue
de cette fonction L suivant la parité de n dans G = U(n,k’'/k); ceci est en fait expliqué dans les
travaux de Ginzbourg, Rallis, Soudry résumé en [38] theorem 10) que 'on reprend ci-dessous ; quand
on considere la fonction L d’Asai ou sa variante tordue il faut regarder p; comme une représentation
d’'un k groupe (on renvoit a [15]). Les travaux de Ginzburg, Rallis et Soudry expliquent d’ailleurs
parfaitement cette condition de parité. On fixe p une représentation cuspidale unitaire d’un groupe
de GL(d,,A) ce qui définit d,. Si L(p, s,r¢) a un pole en s = 1, il extrémement facile de montrer que
pour G quasidéployé de rang d,, G admet un sous-groupe parabolique de Levi isomorphe & GL(d,, k)
(ou k) et les séries d’Eisenstein construites avec les sections de 'induite de p||® (ou || est la valeur
absolue adélique) ont un péle d’ordre 1 en s = 1/2 dont le résidu donne une représentation irréductible
de carré intégrable. A 'inverse si L(p, s,rq) n’a pas de pole en s = 1, alors les travaux de Ginzburg,
Rallis et Soudry (cf. le résumé en [38] theorem 10) montrent que p provient d’une représentation
générique d’un groupe de méme type que G, quasidéployé, groupe d’automorphisme d’une forme de
dimension d avec d* = d, ot d* est '’analogue de n* défini ci-dessus; le Sy de [38] theorem 10 est tel
que L(p X p,s) = L(p,ra,s)L(p, B, s) et la méme factorisation pour L(p X p,s) si G est un groupe
unitaire. Ici on n’a écrit que des conditions ”suffisantes”.

On en vient maintenant aux parametres locaux ; on fixe donc la collection des (p;, b;) pour i € [1,d]
ci-dessus avec l'assertion de non multiplicité et de poles de fonction L (ceci ne sert pas locale-
ment) et d’invariance sous 0 qui est la condition importante. On fixe v une place de k et on note
7&L(4,) la représentation induite Xie[1,d)Speh(pi, b)y ; il fait partie des annonces d’Arthur pour cer-
tains groupes ([5] theorem 30.1), annonce que nous généralisons de fagon naturelle, qu’il existe un en-
semble fini (éventuellement vide) de représentations disons irréductibles (on décompose en irréductibles
les représentations de longueur finie d’Arthur), ensemble noté II(1)%L (1,)) tel que si G est quasidéployé
une bonne combinaison linéaire de ces représentations a comme transfert tordu la fg-trace de 7&r
et pour G quelconque les formules usuelles de transfert endoscopiques sont satisfaites. L’ensemble des
représentations est vide exactement quand la trace tordue de WEL n’est pas un transfert d’une dis-
tribution stable pour la forme quasidéployée de G. Ces propriétés introduisent une multiplicité locale
et des caracteres, on ne peut les décrire dans cette introduction. Localement il est beaucoup plus
simple que globalement de savoir quand II(1)$) est non vide, c’est effectivement la condition (disons
conjecturalement) que le parametre d’Arthur-Langlands naturellement associé a 7TUGL se factorise par
le L-groupe de G. En plus des conditions simples liées au discriminant de la forme définissant G,
il n’est pas du tout clair que la condition globale sur les poles entrainent les conditions locales. A
I'inverse, il est str que la condition globale n’est pas entrainée en général par les conditions locales.
Pour rassurer le lecteur, disons que ’existence des paquets locaux aux places finies a été ramené en



[26] et [30] (pour les propriétés de transfert) au cas des paquets de Langlands des séries discretes; ce
dernier cas, annoncé par Arthur, est accessible par les formules de traces simple. Et j’ai calculé tous
les signes et montré que les multiplicités locales valent 1 si ceci est vrai pour les paquets de séries
discretes. Aux places archimédiennes, il n’est pas connu que la description d’Adams Barbasch Vogan
([1]) soit la méme que celle d’Arthur sauf pour les groupes unitaires ou cela a été montré dans [17]
(transfert endoscopique tordue) et [2] (transfert endoscopique usuel) pour les représentations ayant de
la cohomologie; ici aussi les multiplicités locales sont 1.

On peut maintenant décrire le spectre discret de G'; soit m une représentation irréductible dans le
spectre discret de G. Alors il existe ¢ comme ci-dessus uniquement caractérisé par le fait que pour
toute place v, T, est dans le paquet II(7%%(¢),)). Clest cette propriété que nous utilisons pour les
résultats de ce travail.

Pour poser les conjectures on utilise aussi la réciproque : fixons 1) comme ci-dessus et pour tout v un
élément 7, € TI(7%%(1),)) (ce qui suppose que cet ensemble est non vide), alors la représentation &/,
est isomorphe a une représentation du spectre discret de GG si une conditions de signe est satisfaite
(condition [5](30.15)) et la multiplicité de cette représentation dans le spectre discret est alors un
produit des multiplicités locales, sauf dans le cas de SO(2n) ou il faut tenir compte de ’automorphisme
extérieur qui vient de O(2n) ; c’est expliqué dans [5] entre (30.10) et (30.11) puis page 249 de loc.cite, de
cette fagon, Arthur n’a pas remplacé le groupe SO(2n) par O(2n) mais presque et une fois les résultats
d’Arthur écrits de fagon définitive, il faudra faire une vérification pour calculer les multiplicités globales
pour O(2n). On a écrit Particle en ayant en téte que l'on ne peut pas connaitre pour le moment les
multiplicités locales (a cause des places archimédiennes) sauf dans le cas des groupes unitaires et des
représentation ayant de la cohomologie.

Le travail de cet article consiste a partir d’une représentation irréductible de carré intégrable 7 de
G(A) ayant de la cohomologie a I'infini ; on admet donc que 1’on sait lui associer, ¥ comme ci-dessus et
donc une représentation notée maintenant simplement 7% ~ X (pb)eJord(r)SPeh(p,b) ou Jord(m) est
un ensemble convenable ; pour toute place v de k, m, est dans le paquet local défini par TFEL , paquet
que I’on note simplement, TT(7G').

Et le but est de conjecturer des conditions nécessaires et suffisantes faisant intervenir 7% et chaque
m, pour que 7 ne soit pas cuspidale et d’étayer ces conjectures en les montrant dans des cas simples
et en les ramenant, en général, a des propriétés locales.

Le premier résultat est en 1.3 : on montre que si 7™ n’est pas cuspidale, il existe (p,b) € Jord(m)
avec b > 1 et une représentation de carré intégrable o d’'un groupe de rang plus petit que G mais
de méme type (on obtient ce groupe en enlevant des plans isotropes a la forme définissant G' comme
groupe d’automorphismes) tel que 7 se réalise dans ’ensemble des résidus de séries d’Eisenstein :

(<s ~(b— 1)/2)E(] [ % 0. fs)) W

s=(b—1)/2

ol on a montré en plus que ces séries d’Eisenstein n’ont de pole que d’ordre au plus 1 le long de
I'hyperplan s = (b — 1)/2 et ol o est dans le paquet d’Arthur associé & la représentation 7GlP0t .=
Speh(p,b — 2) Xy vy dord(x); (o 1) £(pb)) SPeh(p', V) ; ainsi 7GLP est la représentation associée i o ;
on peut donc aussi définir les paquets locaux associés en toute place v a cette représentation. On

note ng;tient(ﬂfL) I’ensemble des couples de représentations irréductibles (), o7) tel que 7, est dans
le paquet associé & &L, o/ est dans le paquet associé a Tr,? Lot ot m est un quotient de I'induite

Pivl ‘(bil)ﬂ X 0y,

Le point est donc de savoir quand une telle série d’Eisenstein a réellement un pole. Et la conjecture
est que les 2 conditions ci-dessous doivent étre satisfaites :
condition globale pour tout (p',V') € Jord(w) tel que b’ =b—1, L(p x p',1/2) #0;

conditions locales pour toute place v, 7, est dans I'image de la premiére projection de crb ( GL).

quotient Ty



Que ces 2 conditions soient nécessaires est certainement attendu mais n’est pas simple a démontrer ;
on ne le fait ici que dans des cas particuliers. Le point est de montrer que les opérateurs d’entrela-
cements normalisés sont holomorphes la ot on doit les calculer. Des que 'on a cela, les conditions
deviennent nécessaires (cf. remarque dans 4.4 et 3.7). On espere réussir & prouver ’holomorphie de
ces opérateurs dans un travail ultérieur aux places finies, cela entrainera la nécessité de ces conditions
globales pour les groupes unitaires et les représentations ayant de la cohomologie.

La normalisation des opérateurs d’entrelacement ne dépend que de 7% et non de 7 ; ce n’est donc
une normalisation a la Langlands-Shahidi que pour certaines représentations. En particulier on s’attend
a ce que certains de ces opérateurs d’entrelacement normalisés puissent étre identiquement nuls (cf.
4.5). Pour que les conditions soient suffisantes, il faut donc aussi que les opérateurs d’entrelacement
normalisés locaux ne donnent pas de zéro. On a quand méme la chance qu’il nous suffit d’avoir une
normalisation a un facteur holomorphe inversible pres ce qui évite des problemes de signes et de facteur
epsilon.

Décrire 'image des opérateurs d’entrelacement normalisés est la difficulté majeure; la conjecture
est écrite en 4.3. La premiere difficulté est qu’il n’est pas clair que I'opérateur d’entrelacement standard

plIPxo—pl|7 xo

est 'un des opérateurs d’entrelacement contribuant aux poles de la série d’Eisenstein en s = (b—1)/2;
les pdles pourraient ne venir que des autres opérateurs d’entrelacement qui contribuent aux termes
constant quand o n’est pas cuspidale. En fait je conjecture que ceci est vrai. Admettons-le, on voit
alors qu’en toute place v, m, sera dans I'image de 'opérateur d’entrelacement normalisé associé, ce
qui est une condition plus forte que d’étre simplement dans I'image de la premiére projection définie

sur Cquotlmt(WGL); on définit donc aussi C* emT ctacement(TST) comme 'ensemble des éléments (), o)
de Cquotwm(w LY tels que 7, est dans I'image de I'opérateur d’entrelacement normalisé
b—1)/2 o, 7 —(b=1)/2 , 1
pul 107072 x o, — | [76/2 x

On conjecture donc que CP*(7&L) et C” mtr clacement &Ly ont méme image suivant la premiére projec-
tion. De plus o, est une composante locale de la forme automorphe de carré intégrable o ; Arthur a
suggéré qu’un caractere d’un groupe fini est associé a chaque o, et que ces caractéres locaux vérifient
une condition globale. Quand on regarde I'ensemble des couples (7, 0)) € CentT clacement (TS tels que
>~ Ty, il faut que 'on puisse choisir un o, tel que la collection des o, satisfait a la condltlon globale
d’Arthur. J’ai 'impression que Cquotwnt(ﬂGL) est un graphe et qu’il n’y a donc aucun choix et que
la condition d’Arthur doit étre automathuement réalisée. C’est sans doute difficile & démontrer, j’ai
donc décrit en 4.1 un sous-ensemble, C; Ly formé de couples (7, 0%) ot 7/, est dans le

Ty

arametmsatwn(ﬂ-
paquet associé a 7r L et 7, dans le paquet associé & 7GL 3 Taide de parametres explicite sur lesquels je

sais calculer le caractere d’Arthur de chacune des représentations. Le point est donc de démontré que
, . -
I’ensemble ainsi décrit est inclus dans C”’ entT clacement o L) et que I'on ne perd rien quand on considere
I’image sous la premiere projection. On résume ainsi les conjectures locales :
conjectures locales en toute place v, on a les inclusions

cr o CP o Ch

entrelacement ( ) parametmsatzon (

quotzent ( ) WGL) (2)
et sous la premiére projection, ces 3 ensembles ont méme image.

Avec cette conjecture, il est assez facile de démontrer que les conditions écrites ci-dessus sont aussi
suffisantes pour que l'on puisse trouver o tel que 7 soit un sous-module de la représentation résiduelle
(1). Sous la conjecture forte que les 3 ensembles écrits en (2) coincident, on a méme que (1) est une
représentation irréductible.

Dans ce travail, on démontre la conjecture dans le cas simple (suggéré par M. Harris) ou G est
un groupe unitaire, m, est sphérique en toute place finie v non scindée dans ’extension k' de k et ol



m, a de la cohomologie en toute place archimédienne v; dans ce cas, il n’y a aucune condition aux
places finies. Aux places archimédiennes, la condition que 7, est dans 'image de la premiere projection
définie sur C*?(7GF) se voit sur les parametres de Langlands de 7, et elle s’exprime en disant que la
représentation 7, s’obtient par induction cohomologique & partir d'un sous-groupe de Levi de G(C)
défini sur R et ayant une forme réelle suffisamment non compacte (cf. 3.1 et les paragraphes suivants) ;

il est facile de montrer que pour un tel 7, il existe un unique o, tel que (w,,0,) € C”? i:bs (7GTY et

quotient
: piybi GL
que ce couple est aussi dans (7y,04) € CL)L i cement (Mo )

Ce travail commence par quelques généralités sur les termes constants des formes automorphes de
carré intégrable et sur les séries d’Eisenstein qui peuvent donner par résidu des formes automorphes
de carré intégrable. Ce ne sont pas des résultats vraiment nouveaux, les idées viennent de Langlands
[19] mais on les interprete en utilisant le yoga d’Arthur. Puis on démontre le cas particulier ou 'on
sait donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que 7 ne soit pas cuspidale (comme expliquée
ci-dessus) puis on formule la conjecture générale.

Il faut redire ici qu’étudier en général les poles des séries d’Eisenstein me semble vraiment difficile et
que les réductions faites ici sont rendues possibles par les travaux d’Arthur parceque ’on ne s’intéresse
qu’aux résidus de séries d’Eisenstein dont on sait au départ qu’ils sont de carré intégrable.

On s’est limité, dans la 2e partie du travail, au cas des représentations ayant de la cohomologie a
I'infini, cette hypothese apporte 2 simplifications; 'une n’est pas sérieuse elle assure que le caractere
infinitésimal est régulier et limite donc les séries d’Eisenstein pouvant intervenir. Toutefois en 1.3, on a
expliqué ce qu’il faut ajouter comme résidu de séries d’Eisenstein pour traiter le cas général et il n’y a
pas d’idées nouvelles & ajouter, les conjectures locales aux places finies ne voient pas cette hypothese.
Par contre aux places archimédiennes, 'hypothese est réellement simplificatrice; cette hypothese de
cohomologie donne une connaissance explicte des représentations et donne des résultats tres simples.
Je ne sais pas du tout quelle est la situation générale. Dans ce travail, on a fait une autre simplification,
on a été jusqu’a supposer que les représentations cuspidales unitaires des groupes linéaires vérifient la
conjecture de Ramanujan. Ce n’est absolument pas important pour ce que 'on fait ici, cela complique
juste la description des paquets.

Je remercie tres chaleureusement les 2 référés pour leurs relectures constructives et la liste de leurs
corrections.
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Notations :

A la suite de Franke, définissons A4;,, comme I'ensemble des formes automorphes pour le groupe
fixé (que ce soit G ou GL(n*)) dont les exposants sont dans la fermeture de la chambre de Weyl obtuse
négative. Les représentations X (, e joraSPeh(p,b) pour un ensemble Jord comme ci-dessus sont des
exemples importants de représentations se réalisant dans .A;,, mais pour avoir une description complete
il faut aussi tenir compte des dérivés des séries d’Eisenstein.

p et toutes les variantes p;, p, est une représentation cuspidale unitaire irréductible d’un groupe
linéaire, GL(d,, A), ce qui définit d,.

Notations pour les induites : Zelevinsky a utilisé le signe x pour écrire aisément les induites dans les
groupes linéaires. Ceci suppose évidemment que la connaissance du Levi entraine celle du parabolique.
On a donc fixé un parabolique standard. On utilise la méme notation pour les induites dans les groupes
classiques ; pour les groupes que 1’on considere le Levi détermine aussi un parabolique standard (c’est
un des intéréts des groupes orthogonaux pairs sur les groupes spéciaux orthogonaux). Toutefois, la
notation pose un probleme quand le sous-groupe de Levi n’a qu’'un facteur, un groupe linéaire ; dans
ce rare cas, on reprend la notation plus standard avec Ind.

En général 7 est une représentation irréductible de carré intégrable de G(A) et on note 7¢1 =
X (p,b)eJord(m)SPeR(p, b) la représentation du groupe linéaire convenable qu’Arthur Iui associe (cf. ci-
dessous).

1 Généralité sur les représentations de carré intégrable et les séries
d’Eisenstein

On a expliqué dans 'introduction avec les références aux papiers d’Arthur disponibles comment Ar-
thur permet de ramener 1’étude du spectre discret des groupes classiques a celui des groupes linéaires ;
la meilleur référence est le dernier chapitre de [5]. Ci-dessous, on fixe les notations.



1.1 Rappel de la correspondance d’Arthur Langlands.

Soit 7 une représentation automorphe irréductible de carré intégrable de G(A). D’apres les conjec-
tures de Langlands et d’Arthur, il existe une représentation automorphe irréductible, 7% de GL(n*, A)
uniquement déterminée par les deux propriétés suivantes :

&L est une induite de représentations de carré intégrable ;

pour S un ensemble fini de places de k suffisamment grand contenant toutes les places ol 7 a de
la ramification et pour toute place v de k non dans S, les représentations m, et wf L se correspondent
par le correspondance de Langlands sphérique.

Pour p une représentation cuspidale irréductible d’'un groupe GL(d,A) et pour b € N, on note
Speh(p,b) la représentation de carré intégrable de GL(ad,A) obtenue comme résidu des séries d’Ei-
senstein construites & partir de linduite p||®=1/2 x ... x p[|=®=D/2 on || est la valeur absolue
adélique. Cela s’écrit tout a fait explicitement comme la représentation de GL(d, A) dans I’ensemble
des fonctions

<(Xi€[1,b[(3i = sit1) E(fs,- ,5b79)> )

si=si+1+1,51=(b—1)/2

ou fg, ... s, parcourt 'ensemble des fonctions dans I'induite automorphe p|[** x --- x p| |**. On connait
les représentations de carré intégrable des groupes linéaires, elles sont de la forme Speh(p, b) pour p,b
convenable et donc 7L est une induite de telles représentations Speh(p,b), c’est-a-dire qu’il existe un
ensemble, £ de couples (p,b) comme ci-dessus tels que

nGh ~ X(p,b)EESPEh(IOa b)

L’ensemble £ est uniquement déterminé avec les propriétés ci-dessus grace a la multiplicité 1 forte qui
vaut dans A;,y. On aura besoin d’'une unicité plus forte qui vient de la classification des formes auto-
morphes isobariques de [16]. Supposons que & vérifie les propriétés ci-dessus, d’on Gl et quil existe
une ensemble fini F de représentation cuspidales (non unitaires ici) de groupes linéaire tel que l'in-
duite automorphe X,cro a en presque toute place comme sous-quotient sphérique une représentation
isomorphe a TrEL. Alors I’ensemble F est le support cuspidale de 7¢% et s’identifie donc en tant
qu’ensemble avec multiplicité & U, p)ee Ure[—(b-1)/2,0-1)/2] 2| |-

Définition. On note alors ensemble € attaché uniquement & 7 ci-dessus, Jord(r%F).

La fonctorialité de Langlands-Arthur donne aussi des renseignements aux places ramifiées. En
effet soit v une place de k, la fonctorialité dit que 7, est un transfert d’une combinaison linéaire finie
d’un ensemble de représentation irréductible de G(k,) ; cet ensemble de représentation est uniquement
déterminé : ceci est une propriété propre aux transferts que l'on considere et est du au fait que tout
élément semi-simple suffisamment régulier de G(k,) engendre une classe de conjugaison stable qui est
dans I'image de la norme car la norme se décrit en comparant les valeurs propres des matrices sur
une extension algébriquement close de k, (cf. par exemple [41]). Plusieurs choix sont possibles, ce
qui influe sur le transfert des fonctions et donc sur les coefficients de la combinaison linéaire qui se
transfere mais n’a pas d’influence sur le paquet de représentations qui intervient. On remarque que
pour avoir la définition du paquet, on n’a absolument pas besoin d’avoir de formule de multiplicité,
c’est une simple comparaison de la formule des traces stables pour G avec la formule des traces tordus
pour le GL correspondant. En général, il faut le lemme fondamental pondéré, mais quand on met des
conditions d’ellipticité en au moins 2 places, on peut le faire uniquement avec les lemmes fondamentaux,
maintenant annoncés par Ngo [34]; c’est le cas des représentations ayant de la cohomologie (avec au
moins 2 places archimédiennes) qui sont accessibles plus facilement que le cas général (entre autre
grace aux travaux de Labesse).



Définition des paquets locaux. Soit v une place de k, on appelle paquet d’Arthur associé a
7T,§L , I'ensemble défini ci-dessus des représentations. En particulier dans la situation de départ, la
composante m, de m appartient au paquet d’Arthur associé a TrSL.

Une propriété attendue de Jord(m@L) est qu’il soit un ensemble sans multiplicité, 6 discret comme
expliqué dans l'introduction et que ’on reprend ci-dessous; ceci est annoncé par Arthur et est une
propriété difficile. Comme G est fixé, on notera souvent 6 au lieu de 0.

Définition d’un ensemble 6§ discret. Un ensemble £ formé de couples (p,b) comme ci-dessus, en-
semble sans multiplicité et qui vérifie que pour tout (p,b) € £ p est f-invariant et b est pair exactement
quand la fonction L(p,rq,s) a un péle en s =1 (rg est défini dans I'introduction).Tous les ensembles
f-discret ne donne pas lieu a des représentations de carré intégrable mais a toute représentation de
carré intégrable est associé un ensemble 0 discret (cf. I'introduction).

Dans cet article nous ne nous intéresserons qu’a des représentations 7 pour lesquelles on sait définir
&L et pour lesquelles on sait que Jord(m&L) est f-discret. Cette hypothese n’est pas vide. On ne
donnera de théoréeme que dans le cas ou 7 a de la cohomologie a l'infini; cette hypothese d’existence
de cohomologie a l'infini est extrémement forte (ce qui fait sa popularité) car elle impose que le
caractere infinitésimal des composantes de m aux places archimédiennes soit entier et régulier. Or ce
caractere infinitésimal se calcule & partir du caractére infinitésimal des composantes & 'infini de 7&F ;
ce caractére infinitésimal aussi doit étre régulier. Le caractére infinitésimal de 7% en toute place v
archimédienne est celui de I'induite X (, p)c jora(ror) Xke[(b—1)/2,~ (b-1)/2] Pv] |¥: comme p impose la parité
de b, la régularité du caractere infinitésimal de 7¢% entraine donc que pour (p,b), (p',¥') € Jord(r%F),

pEP.

1.2 Ordre des poles des séries d’Eisenstein

Langlands avait démontré (cf [32] IV.1.11) que les poles des séries d’Eisenstein formées a partir
d’une représentation cuspidale en des points de la chambre de Weyl positive ouverte sont d’ordre 1
exactement. On veut montrer dans quel cas, on peut enlever et 'hypothese de cuspidalité et 'hypothese
de positivité de fagon & obtenir les représentations de carré intégrable non cuspidales comme résidus
de séries d’Eisenstein le long d’hyperplans ou le pole est d’ordre 1 exactement.

1.2.1 Termes constants d’une forme automorphe de carré intégrable

Soit 7 une représentation irréductible de carré intégrable comme dans 1.1 ; on suppose que 7 n’est
pas cuspidale. Soit P un parabolique maximal tel que mp ne soit pas nul; on écrit P = GL(d') x G’
ot G’ est un groupe de méme type que G. On écrit les termes constants des éléments de 7 suivant
le radical unipotent de P et on les projette sur I'ensemble des fonctions cuspidales du facteur GL(d')
de P’; on note mpg_cysp ces projections (cf. parexemple [32] 1.3.4). Comme action de 'algebre de
Hecke de G est semi-simple dans I’ensemble des formes automorphes de carré intégrable, ces termes
constants qui, vus comme des fonctions sur le groupe Mp(A)/Mp (notations usuelles cf. [32] 1.3),
sont des fonctions finies, sont en fait une combinaison linéaire des fonctions propres pour ’action de
ce groupe. On décompose donc ces termes constants suivant les représentations cuspidales de GL(d')
(cuspidales car d’ est supposé minimal). D’olt formellement (cf. [32] 1.3.1 et 1.3.2) :

TPd—cusp = ©(p,s1)P | =" @ 7[p/, 5], out p/ parcourt I'ensemble des représentations cuspidales
unitaires de GL(d') et ' € R; on ne considére que des exposants réels car on autorise toutes les
représentations cuspidales unitaires de GL(d') (cf. [32] 1.3.2). On sait que nécessairement n’inter-
viennent que les réels s’ > 0 (attention on a mis le — devant s’) car 7 est de carré intégrable (cf. par
exemple [32] 1.4.11).



Proposition Supposons que 7[p’, s'] # 0, alors s’ > 0 et w[p/, s'| est dans Ao, que cette représen-
tation soit irréductible ou non. De plus (p',2s' + 1) € Jord(n%L) et w[p’, s'] est de carré intégrable si
et seulement si (p',2s' — 1) ¢ Jord(n®L) (ceci est toujours vérifié si s' = 1/2).

On montre d’abord que 7y, s'] est dans Aj,, en raisonnant par I’absurde. On utilise les idées de
Franke [10]; si G était O(2n), on travaille avec SO(2n) pour avoir un groupe connexe mais en tenant
compte du fait que automorphisme extérieur de SO(2n) agit de fagon naturelle. On considere les
termes constants de 7 suivant le radical unipotent de P ce sont donc des fonctions sur un groupe du
type GL(d,y,A) x G'(A) out G’ est convenable de méme type que G. On les regarde comme formes
automorphe pour G’ et on veut démontrer que leurs exposants sont dans la chambre de Weyl obtuse
négative fermée pour G’. S’il n’en est pas ainsi, il existe un exposant maximum qui par projection
convexe (comme I’a fait Langlands dans le cas local et Franke dans le cas global) fournit un sous-groupe
parabolique P’ de G’ de Levi noté M’, un exposant i/ dans la chambre de Weyl strictement positive
relative & ce parabolique et une représentation o,y dans Ajg(M’) tel que cet exposant maximum
soit I'exposant maximum de la série d’Eisenstein construite avec i’ et 0y,4, c’est-a-dire que le terme
constant d'un élément de 7 le long du parabolique de Levi GL(d,/) x M’ contribue & /| |* (1 ®010q)-
Le résultat le plus difficile de Franke est de décrire A, ; le résultat dit que cet espace s’identifie via
les séries d’Eisenstein en ’axe unitaire (donc holomophes) a la somme des spectres discrets des sous-
groupes de Levi, L, de M, tensorisé par des fonctions polynémes (pour prendre en compte les dérivées
de séries d’Eisenstein) sur le tore Ay, ; ici j’oublie le noyau, pour avoir une bijection, il faut se restreindre
aux éléments invariants sous l'action d’un groupe de Weyl convenable. On peut donc encore trouver
un Levi L de M’ et une représentation de carré intégrable o de L telle que oo soit induite de o.
On écrit L = X ,)GL(d;) x G" olt G" est encore de méme type que G et o est alors de la forme
X e[,k Speh(pj,bj) x mp, olt mp est de carré intégrable pour un groupe de méme type que G' mais de
rang plus petit. On écrit 1’ sous la forme d’une collection de k réels p1; pour j € [1, k| et la positivité
se traduit par g1 > -+- > pp > 0; on n’a plus qu'une positivité au sens large car on est passé de 044
& 0. Avec ces constructions, on sait que 7 a comme exposant pour un parabolique convenable

P11 @i n el -1)/2,6,-1)/2005] [T @ mo. (1)

On construit 7T0GL (dont on a admis l'existence) ; la représentation induite automorphe pour le groupe
linéaire convenable

P % e Xeel-oy-v)/2by—1)/203 | 1197 5 765 5 06 (0) ¥ X e ,-1) /2,05 -1)/21 O (o) | 74971 (2)

n’est évidemment pas irréductible mais a en presque toute place finie le méme sous-quotient sphérique
que la représentation 7¢C. On en déduit une égalité du support cuspidal (cf 1.1) ; on peut donc oublier
les 0 dans (2) et savoir que les 5 sont des demi-entiers. Le support cuspidal de 7GL est tres particulier,
c’est une union de segments centrés en 0 en effet c’est I'union des segments p| |4 ¢ € [~ (b—1)/2, (b—1)/2]
pour (p,b) parcourant Jord(r%"). Le support cuspidal de (2) est plus compliqué puisque c’est 1'union
du support cuspidal de W[? L qui a la propriété qui vient d’étre décrite et de couples de segments décalés
par rapport & 0 de la forme pour tout j € [1, k],

pilI5F49, sl 757150 € [=(b; — 1)/2, (b — 1)/2] (3)

sans oublier p/| | U p| |~
L’ensemble (3) pour j fixé est soit 'union de 2 segments symétriques par rapport a 0 dont aucun
ne contient 0, c’est le cas ot puj — (bj — 1)/2 > 0 soit est 'union des 2 segments centrés en 0,

[—pj — (bj —1)/2, 5 + (bj — 1) /2] U [ — (bj — 1)/2, —p; + (bj — 1)/2]. (4)



On récrit donc le support cuspidal de (2) comme I'union des segments centrés en 0 correspondant
au support cuspidal de 757, 'union des segments de la forme (4) pour j € [1, k] tel que p; < (b;—1)/2,
I'union des 2 segments réduits & un élément | [*, /| | =% et les segments p;| [ € € [11; — (b; —1)/2, p; +
(bj — 1)/2] ne contenant que des éléments positifs et les segments symétriques.

Supposons qu'’il n’existe pas (p,b) € Jord(r%L) tel que p' ~ p et s’ = (b—1)/2. D’apres ce que
lon vient de voir, il existe j € [1,k] tel que p; — (b; —1)/2 = s’ 4+ 1; en terme concret comme p| |*
n’est pas une extrémité d'un segment de Jord(7<L), il doit se ”"racrocher” & un début de segment non
centré en 0. En particulier cela force p; > 0 et, par positivité de 'exposant, pour tout j' < j, uj > 0.
On vérifie alors que 'exposant (1) n’est pas dans la chambre de Weyl obtuse négative fermée ; en effet
cette condition de négativité entraine que la somme ordinaire des parties réels des ¢ premiers exposants
(pour tout t) doit étre négative ou nulle. Or la somme des exposants pour un ”bloc” correspondant a
J' pour j" tel que pjr > 0 est certainement positive, on ne tient donc pas compte de ces blocs et on
regarde simplement la somme de —s’ avec le premier exposant du facteur correspondant & j, c’est-a-
dire p1; — (bj — 1)/2 et cela vaut 1 ce qui donne une contradiction. Donc on vient de démontrer 1'une
des assertions de ’énoncé, a savoir qu’il existe (p,b) tel que p’ ~ p et b= 25"+ 1.

On montre maintenant que p; = 0 pour tout j; on suppose donc que 1 > 0 et on considere le sous-
groupe parabolique de G de Levi GL(d, +b1d,,) x G1 ou G est de méme type que G. Grace a (1), on
sait qu’il existe des formes automorphes dans I'espace de 7 tel que le terme constant le long du radical
unipotent du sous-groupe parabolique de ce Levi ont des exposants pour I'action de GL(d, + bid,,)
dans I’ensemble p/| |~ Ure[—(b1—1)/2,(b1—1)/2] P1] |¢+#1, Supposons d’abord que p' # p1; il n’y a pas de
représentation de carré intégrable ayant ce support cuspidale et il n’y a pas non plus de représentation
dans A;,; méme modulo le centre car p; > 0 et —s' < 0. On refait les constructions de Franke et on
trouve un exposant qui n’a pas la négativité nécessaire pour w. Supposons maintenant que p’ ~ py ; il
peut alors exister une représentation de carré intégrable ayant le méme support cuspidal mais pas de
représentation dans A, qui ne soit pas de carré intégrable. En effet dans le premier cas il faut que le
support cuspidal forme un segment et dans le 2e il faut qu’il soit une union de segment de méme centre
ce qui est impossible. Par contre, on est dans le premier cas exactement quand —s' = —(by —1)/2+ p;1.
Dans ce cas, on calcule,

s+ > (C+m) = =5+ b = —(br = 1)/2 + p (1 +by).
£g[—(b1—1)/2,(b1-1)/2]

Or on sait que p; est un demi-entier (cf. ci-dessus) donc cette somme est supérieur ou égal a —(by —
1)/2+ (b1 4+ 1)/2 = 1. C’est une contradiction. On a donc démontré que 7[p’, s'| est dans Ajyg.

Il reste & préciser quand cette représentation, non nécessairement irréductible a priori, est de carré
intégrable. Supposons d’abord qu’un sous-quotient irréductible, 71, de cette représentation est de carré
intégrable; on peut lui associer une représentation wa; comme ci-dessus on vérifie que le support
cuspidal de 7T est celui de 'induite p/| |% x 7L x p/| |~ ; on rappelle qu’il existe (p,b) € Jord(x%F)
tel que p =~ p et s = (b —1)/2 donc Jord(n{'") est 'ensemble des couples (p”,b") € Jord(w%F)
sauf (p,b) qui devient (p,b —2). Comme il n’y a pas de multiplicité dans Jord(7{") puisque c’est un
ensemble -discret, (p,b—2) ¢ Jord(r“"). Réciproquement supposons que 7[p’, '] a un sous-quotient
irréductible dans A;y4 qui n’est pas de carré intégrable ; on revient a (2) ci-dessus oli maintenant tous
les j1; sont nuls. On vérifie alors que le support cuspidal de 7GL est 'union du support cuspidal de 7rOG L
et des segments p;| | pour £ € [—(b; —1)/2, (bj —1)/2] qui interviennent tous 2 fois et de p/||¥ Up/| |~
Comme il n’y a pas de multiplicité dans Jord(n&L) n’écessairement k = 1 et p; ~ p/, by =25’ —1. On
a donc démontré au passage les 2 remarques ci-dessous, utiles dans la suite :

Remarque 1 Supposons que w[p’,s'] # 0 et que w[p’, s'] ne soit pas de carré intégrable. Alors
w[p', 8] ~ Speh(p',2s' — 1) x 7/, ou «' est une représentation de carré intégrable, a priori non
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nécessairement irréductible. De plus dans ce cas Jord(w ©%) se déduit de Jord(m") en enlevant
les couples (p,b) et (p,b—2) oup=~p, b=2s+1

Remarque 2 Supposons que w[p’, s'] # 0 soit de carré intégrable ; alors Jord(n[p', s'|%L) se déduit
de Jord(mF) en remplacant (p',2s' + 1) par (p/,2s" — 1).

1.2.2 Propriétés de certains résidus de séries d’Eisenstein

Proposition Soit m une représentation irréductible de carré intégrable. Soit p une représentation
cuspidale unitaire irréductible et soit s9 € Rsq. On suppose que les séries d’Eisenstein formées a partir
de I'induite automorphe p| |* x m pour s € C ne sont pas holomorphes en s = so. On note r 'ordre du
pole et Res, la représentation engendrée par les résidus d’ordre r. Alors Res, est une représentation
dans Ajog. Elle est de carré intégrable si (p,2so + 1) ¢ Jord(n%").

On étudie les poles des séries d’Eisenstein via les poOles des termes constants . Une série d’Eisenstein
a partir d’une représentation de carré intégrable est holomorphe en s = sg si et seulement si tous ses
termes constants cuspidaux le sont ; ceci est démontré par exemple en [32] 1.4.10.

Les termes constants s’obtiennent en appliquant une combinaison linéaire d’opérateurs d’entrelace-
ment définis sur les induites de la forme p| |* x mg ol 7@ est un terme constant pour 7 le long du radical
unipotent du parabolique standard ). On peut se limiter aux mg qui engendrent des représentations
cuspidales du Levi de ). On fixe un tel Q et on écrit le sous-groupe de Levi standard de () comme un
produit de groupes linéaires X g7c7GL(d") x G”, ou d” parcourt un ensemble d’entiers Z totalement
ordonné et ou G” est un groupe de méme type que G. Les opérateurs d’entrelacement & considérer
sont de 2 types :

le type 1 : ceux qui sont associés a un entier dg € 7 et a un signe ( et qui correspondent a la
permutation du produit

GL(d) Xqrer GL(d//) — Xd”EI<dO GL(d//) X GL(d) Xd//EIZdO GL(d//)

qui simplement avance les éléments de Z4, et qui décale donc GL(d) en appliquant I’automorphisme
0 si ( = — et ne touche pas aux autres éléments.

le type 2 :
olI* x 7 — pl |7 x .

Il est clair que les résidus de l'opérateur d’entrelacement de type 2, donne des représentations a
exposants dans la chambre de Weyl obtuse négative ouverte. Pour étudier ceux de type 1, c’est plus
difficile & cause de la présence éventuelle de stabilisateur ; les poles des séries d’Eisenstein sont ceux
des termes constant et non ceux des opérateurs d’entrelacement, il faut regrouper les opérateurs qui
donnent le méme exposant.

On considere le premier élément de 7 ; cela revient a considérer une inclusion de 7 dans une induite
automorphe /||~ x w[p/,s'] avec les notations de 1.2.1. Les termes constants qui nous intéressent
sont alors les termes constants de p/||™¥'® les termes constants de la série d’Eisenstein associée a
ol I* x wlel, ).

Supposons d’abord que 7[p’, s'] est de carré intégrable; on a alors le résultat par récurrence et les
exposants sont d’ailleurs dans la chambre de Weyl obtuse négative ouverte puisse les termes constants
que l'on considére ont un exposant dont le premier terme est /| ]‘S/.

On suppose donc maintenant que 7[p/, s'| ~ Speh(p’,2s" — 1) x 7" avec 7" de carré intégrable (cf.
remarque 1 de 1.2.1) donc en particulier (p’,2s' — 1) € Jord(7%). On a donc & calculer les poles de
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la série d’Eisenstein associée a 'induite automorphe
pl|° x Speh(p',2s' — 1) x 7.

Pour étudier ces poles, on regarde plus généralement les séries d’Eisenstein associées a l'induite p||* x
Speh(p',2s' —1)| [*" x ", au voisinage de s” = 0.

Mais on sait grace par exemple & [31] (c’est sans doute plus simple ici) que les séries d’Eisenstein
pour les groupes linéaires associées & p| |* x Speh(p’,2s' —1)||*" et & Speh(p',2s' —1)||*" x p||~* sont
holomorphes pour tout s € Ry sauf si p ~ p’ et s = '+ " pour la premiere induite et s = s’ —s"” pour
la deuxieme. Ici, si 0(p) =~ p’ sur 'hyperplan s = s’ + s”, les résidus des séries d’Eisenstein construites
sur U'induite p||® x Speh(p,2s — 1) forment I'unique sous-module irréductible de la représentation
induite

p/‘ ’7(5’71)+s” N p‘ ’(s’fl)Jrs” « pl| ‘S/JrSN‘
On note < pf/| |~ =D+ s oo p| |&"=1D+" 5 /| |¥'+5" > ce sous-module irréductible. Sur hyper-
plan s = ' — §” (quand 6(p) ~ p'), les résidus pour les séries d’Eisenstein construites sur I'induite
Speh(p',2s' — 1)||*" x p/||~* engendrent 1'unique sous-module irréductible de I'induite p||~*' " x
oo pl| | DAY

Les résidus qui proviennent des séries d’Eisenstein pour l'induite p||* x 7’ sont, par ’hypothese
de récurrences dans Aj,g.

On peut maintenant calculer les termes constants des séries d’Eisenstein construites avec les sec-
tions de linduite p||® x 7[p/,s']. Ces résidus ont des exposants qui sont certainement inclus dans
les exposants des résidus calculés sur chaque hyperplan quand on fait s” = 0. Tous les exposants
sont au moins dans la chambre de Weyl obtuse négative fermé sauf ceux qui viennent des résidus
sur les hyperplans s = s’ & s” quand p ~ p’ ol il faut tenir compte des exposants de l'induite
< P70 xox pED x| 1T > xar[p!, 8] (puisque on considére toute induite, les 2 hy-
perplans donnent la méme induite en tenant compte de Iisomorphisme nécessaire p’ ~ 6(p’)). Mais
les termes constants que ’on cherche ici pour démontrer la proposition sont de la forme p/| |_3/® un
terme constant comme ci-dessus. La présence de p/| ]*sl assure que ces exposants sont au moins dans
la fermeture de la chambre de Weyl obtuse négative. On a donc démontré 'assertion de 1’énoncé.

Remarque 1. On reprend les notations de la proposition précédentes; la non holomorphie des
séries d’Fisenstein en s = sg nécessite que (p,2sq — 1) € Jord(n%") si sg > 1/2 et si sp = 1/2 que
L(p,rq,s) ait un péle en s = 1. On suppose que Res, est de carré intégrable. Alors Jord(ResS!)
s’obtient en changeant (p,2sg — 1) € Jord(x%L) en (p, 259 + 1).

Dans la preuve ci-dessus, on a vu que Res, est de carré intégrable sauf éventuellement dans un cas
le cas ou il existe (p/,2s" — 1) € Jord(n%L) tel que sg = s', p ~ p' avec les notations ci-dessus. Dans
ce cas particulier, on a immédiatement la premiere partie de la remarque. Sinon, on sait que Res, est
de carré intégrable et il est facile de vérifier que le support cuspidal de ResSGL est celui de 7¢L auquel
s’ajoute (p||%, p||7%). Comme sg > 0, la forme tres particuliere du support cuspidal (cf. 1.1) donne
toute la remarque.

Remarque 2. Avec les notations de la proposition précédente, on suppose que r > 2 et que Res,
n’est pas identiquement nul. Alors Res, est de carré intégrable

On reprend la démonstration de la proposition; I'existence de résidus éventuellement dans A,
sans étre de carré intégrable se produit dans le cas ou 7[p’, '] ~ Speh(p’,2s' — 1) x 7" et ot p ~ p/,
so = s'. On sait alors que (p/,2s9 — 1) € Jord(r%") avec multiplicité 1 et donc qu’il ne peut étre
aussi dans Jord(r L), Ainsi la série d’Eisenstein formée avec U'induite p||* x 7 est holomorphe en
s = sg. Pour avoir un pole d’ordre au moins 2, il faut donc que se cumule les poles de I'opérateur
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pl|® x Speh(p’,2s' —1) — Speh(p’,2s' —1) X p| |* avec les poles de 'opérateur Speh(p’,2s" —1) x p| |~*
— p||7% x Speh(p’,2s" — 1). Mais alors les exposants correspondants sont obtenus en appliquant un
élément du groupe de Weyl a I'ensembe p|[~*, p| |75, -+, p| [*7'U un exposant de 7/, élément du
groupe de Weyl qui vérifie avec des notations que l'on espeére évidente w(i &+ j) > 0 pour i < j,
i,7 € [1,2s] quand on identifie les racines positives a des i £+ j pour ¢ < j . Un tel exposant est dans
la chambre de Weyl obtuse négative ouverte. On a donc la premiere assertion cherchée.

Remarque 3. Supposons que le caracteére infinitésimal de p| | x 7w est régulier alors dans la
proposition seul le cas des résidus de carré intégrable peut se produire.

On a vu que l'on obtient des résidus non de carré intégrable uniquement dans le cas ou 7o/, s'] ~
Speh(p',2s' — 1) x " et ot p ~ p’ et sp = s'. Mais dans ce cas le caractére infinitésimal de I'induite
p| %0 x Speh(p,2s9 — 1) x 7’ n’est pas régulier or c’est aussi celui des résidus.

1.2.3 Poles d’ordre 1

Proposition 1. Soit encore p, sg, 7 comme dans 1.2.2. Alors les séries d’Eisenstein associées a
I'induite automorphe p||* x 7 ont un péle d’ordre 1 au plus.

Si 7 est cuspidale cette assertion est démontrée par Langlands (cf par exemple [32] IV. 1.11). On
suppose donc que 7 n’est pas cuspidale.

On remarque d’abord que Pexistence méme d’un résidu assure que (p,2so — 1) € Jord(7%%). On
démontre cette proposition en 2 temps. D’abord on considere le cas ot (p, 259 + 1) € Jord(n%L). On
raisonne alors par I'absurde : on suppose que le pole est d’ordre au moins 2, on sait alors que 'on
peut produire des représentations Res, de carré intégrable avec Jord(ResST) contenant (p,2so + 1)
avec multplicité 2 d’apres les remarques 1 et 2 de 1.2.2. La contradiction vient du résultat annoncé
par Arthur sur 'absence de multiplicité. On vient donc de montrer que si (p,2so + 1) € Jord(rw%F)
alors les poles des séries d’Eisenstein sont au plus d’ordre 1 en s = sg.8

On démontre maintenant la proposition dans le cas ol (p, 2s0+1) ¢ Jord(7%%). On reprend encore
la démonstration de la proposition de 1.2.2; en particulier on fixe (p', s’) tel que «[p’, s'] # 0; on sait
que (p',2s' +1) € Jord(x%L) donc (o', s') # (p, s0). Ainsi les poles des opérateurs de type 1 ne peuvent
venir que des poles des séries d’Eisenstein associées aux induites p||* x 7[p/, §'] si 7[p/, s'] est de carré
intégrable et des poles des séries d’Eisenstein associéée a I'induite p| |* x 7" (avec les notations de loc.
cite) sinon. D’apres la proposition par récurrence, on obtient alors le résultat pour ces opérateurs.

On regarde ensuite 'opérateur d’entrelacement de type 2 ; on sait que s’il n’est pas holomorphe ses
résidus donnent lieu & des termes constants avec un exposant de la forme p||~*° ® 7’. On va vérifier
que c’est le seul opérateur d’entrelacement dont un résidu donne un terme constant de cette forme;
en effet, s’il n’en est pas ainsi il faudrait qu'un terme constant de 7’ soit dans une représentation de
la forme p||™%0 @ 7« (ol ici 7 est quelconque). Mais cela force (p,2so + 1) € Jord(x®L) d’apres la
proposition de 1.2.1 et ceci est exclu par hypothése. Ainsi si cet opérateur a un pole d’ordre au moins 2,
il en est de méme de la série d’Eisenstein. On peut alors appliquer la démonstration de Langlands car
on a démontré que tous les résidus sont de carré intégrable : or si le pole n’est pas d’ordre 1, I’algebre
de Hecke sphérique n’opere pas de fagon semi-simple (cf. [32] page 163). Ceci termine la preuve.

Proposition 2. Soit encore py, so, 7. Ici on suppose que {(po, 250 —1), (po, 250+ 1)} NJord(nGL) =
(). Alors les séries d’Eisenstein construites sur la représentation induite Speh(pg,2so)||* x 7 ont des
poles d’ordre 1 au plus en s = 1/2.

Si sp = 1/2 cette proposition est un cas particulier de la proposition précédente. On suppose donc

que sp > 1/2.
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La représentation Speh(pg, 250)| |2+ est un quotient irréductible de la représentation, po| [0 x

Speh(po, 250 — 1)||* exactement elle se réalise dans 'ensemble des fonctions

((s’ — s"YE(po| [***" x Speh(po, 250 — 1)] |*, fy))

=g

ou les séries d’Eisenstein sont prises pour le groupe linéaire convenable avec des sections, fy, de I'in-
duite écrite. On doit donc calculer les péles des séries d’Eisenstein construites sur I'induite po| |*0+*" x
Speh(po,2so — 1)||*” x 7, en s’ = s” = 0. L’hyperplan s” = 0 ne donne pas de pole car les séries
d’Eisenstein pour les groupes de méme type que G basée sur 'induite Speh(pg, 250 — 1)||*" x 7 sont
holomorphes sur I’axe unitaire. L’hyperplan s’ = 0 n’est pas non plus singulier car il ne peut I’étre que
s’il est singulier pour les séries d’Eisenstein pour les groupes de méme type que G basée sur l'induite
ool ]50“/ X 7; ceci n'est pas le cas par I'hypothese so > 1/2 et (pg,2s0 — 1) ¢ Jord(nSL). Les hyper-
plans qui restent se voient en regardant des opérateurs d’entrelacement qui se factorise par un groupe
linéaire et une induite de la forme po| [*0+%" x pg| |S*+") avec t € [—(so—3)/2, (so—3)/2] et ¢ = +. Les
seuls poles sont pour t = (so —3)/2 et ( =+ out = —(sp —3)/2 et ( = —. Les hyperplans singuliers
sont donc uniquement s’ = +s”. Comme on multiplie par la fonction (s’ — s”) pour calculer les poles
de ’énoncé, il ne reste que I’hyperplan s’ + s” qui fournit un poéle d’ordre 1 au plus en s’ = s” = 0.
D’ou la proposition.

1.3 Formes automorphes de carré intégrable non cuspidales

Soit 7 une représentation irréductible de carré intégrable de G'; on utilise Jord(x%L). Soit (p,b) €
Jord(m&T) avec b > 1 (on suppose qu'un tel élément existe); on définit alors la représentation du
groupe linéaire convenable :

Speh(p;b —2) Xy y)egord(xGL)—{(pp)} SPER(P', ), (1)

ou le premier facteur n’apparait pas si b = 2. Deux cas sont possibles. Le premier est celui ot (p, b—2) ¢
Jord(m%T) ; on pose alors Jord”®(r“l) I'ensemble qui se déduit de Jord(r%%) en remplacant (p,b)
par (p,b — 2) et on note 7»»CL la représentation (1). La représentation 77> est f-discrete et
correspond a un paquet d’Arthur de représentations de carré intégrable de G. Le deuxieéme cas est
celui ot (p,b — 2) € Jord(n%"); dans ce cas, on pose Jord”?(n%L) .= Jord(n%) — {(p,b), (p,b —2)}
et on pose

bGL ._

T X(p’,b’)EJordPab(wGL)Speh(pla b,)

La représentation (1) est alors I'induite Speh(p,b — 2) x Speh(p,b — 2) x 7»»CL et la représentation
7PP:GL Qéfinit encore un paquet d’Arthur de représentation de carré intégrable d’un groupe de méme
type que G.

Théoreéme. Soit m comme ci-dessus et on suppose que m n’est pas cuspidale. Alors, il existe
(p,b) € Jord(nGL) avec b > 1 et une représentation ©' dans le paquet défini par m**GL tel que 7 se
réalise dans ’espace des résidus de séries d’Eisenstein

(5Bl 1)
s=0
dans le cas ott (p,b—2) ¢ Jord(r%") et
(sBispentos - D120 x 1)
s=0

dans le cas ou (p,b— 2) € Jord(rw), ot dans les 2 cas, fs parcourt les sections de I'induite écrite.
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Pour simplifier I’écriture, on pose so = (b —1)/2.

Ce résultat est fortement suggéré par les propriétés des termes constants déja démontrées mais
je ne crois pas qu’il en résulte. Pour la démonstration, on revient a la construction de Langlands du
spectre résiduel en tenant compte du fait que les résidus des séries d’Eisenstein sont calculés sur les
mémes hyperplans que ceux du produit scalaire des pseudos séries d’Eisenstein d’apres par exemple
[32] remarque de VI.1.2. Langlands utilise le théoréme des résidus d’abord le long de chemin de la
forme suivante ou k est un entier convenable éventuellement nul

plI° Xiceq,u) Speh(pi, bi)| |7 x mo, (1)

ol p et tous les p; sont des représentations cuspidales unitaires, les b; sont des entiers, my est une
représentation irréductible de carré intégrable de méme type que G, les s; sont des nombres complexes
voisins de 0 dont la partie réelle est positive strictement et le chemin consiste & faire décroitre la partie
réel de s en partant d’un réel tres positif vers un réel tres voisin de 0. Sur ce chemin, on a différent type
d’hyperplans singuliers ; considérons d’abord ceux qui correspondent aux induites p||* x m. Ceux la
vont fournir des résidus qui sont au moins dans A;,4, mais pour cela la procédure s’arréte puisque ’on
est sur l’axe unitaire ; on ne peut obtenir un résidu de carré intégrable que si k¥ = 0. Montrons que 'on
obtient alors le premier cas de la proposition. Grace a 1.2.2 on sait que 'on se trouve en s = sy avec
(p,2s0—1) € Jord(n§*) et (p,2s0+1) & Jord(r§"). De plus Jord(w§") ne contient (p, 2s9—1) qu’avec
multiplicité 1; comme Jord(r%L) se déduit de Jord(n§'*) simplement en remplacant (p,2sg — 1) par
(p,2s0 + 1), on voit que Jord(w%) ne contient pas (p,2s¢ — 1).

Les autres hyperplans singuliers sont pour les ¢ € [1,k] tel que p; ~ p (quitte & tordre par un
caractere unitaire) et sur les hyperplans (pour de tel i) de la forme

s — (bi—i- 1)/2 —(s; =0,
ou ( = +. Le long d’un tel hyperplan on obtient des résidus qui sont dans
Speh(p, bi + | [>T x ey 1 i Speh(p;, bj) x mo.

On n’est pas au voisinage de ’axe unitaire a cause du premier facteur et il faut donc encore déformer.
Supposons d’abord que ( = +; il faut encore faire un chemin faisant décroitre la partie réelle de s; ; on
traverse 'hyperplan s; = 0; celui-ci peut donner des poles conformément a la proposition 2 de 1.2.3.
On vérifie que c’est le seul hyperplan donnant éventuellement des poles : il n’y a plus de demi-entiers,
or on sait que grace a [31] pour les facteurs en GL et a Arthur pour le facteur contenant mp que seul
les demi-entiers fournissent des poles (on détaille ’argument ci-dessous dans le cas ou ( = —).
Supposons maintenant que ¢ = —, il faut maintenant faire remonter —1/2 + s; vers I’axe unitaire,
c’est-a-dire faire croitre la partie réel de s; jusqu’a un réel supérieur légerement a 1/2 on écrit donc
—1/2 4+ s; = —5' et on fait décroitre s’ vers 0 en partant d’un réel strictement plus petit que 1/2.
Regardons d’abord I’hyperplan s’ = 0; sur cet hyperplan on est dans un voisinage de ’axe unitaire

Speh(p, bi + 1) X e x):j-i Speh(pj, bj) x mo.

Il n’y a pas de pole et méme si £k = 1, on est dans A;,, sans étre dans A2. Si le chemin rencontre
un hyperplan singulier, cet hyperplan est soit de la forme s’ = ¢ avec Rec €]0,1/2[ soit de la forme
s —psj = cavec j € [1,k], j # i, p € C et ¢ € C vérifiant aussi Rec €]0,1/2[ car les hyperplans
singuliers sont en nombre fini (quand on a fixé suffisamment de choses) et ’hyperplan singulier doit
rencontrer des points (s',s;) ol s; peut étre pris aussi voisin de 0 que 'on veut. On pourrait encore
avoir & déformer des chemins et il faut tenir compte de simplifications éventuelles quand les données
de base varient mais a la fin on est str, s’il reste des résidus, d’arriver dans une représentation de A;q
dont le support cuspidal sera aussi celui d’une représentation de la forme

X 2P| |x/ X Teusps
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ou certains 2’ ne seront pas demi-entiers. C’est exclu par les conjectures d’Arthur (cf. 1.1) : en effet
ceci entraine qu’un sous-groupe de Levi de G a une représentation de carré intégrable ayant (a l'ordre
pres) le support cuspidal écrit. Comme on connait la situation pour les facteurs qui sont des groupes
linéaires, on voit qu’il existe un groupe de méme type que G mais de rang éventuellement plus petit
ayant une représentation de carré intégrable 7 de support cuspidal celui d’une représentation de la
forme Xy i p| |$” X Teusp avec certains 2’/ non demi-entiers. Arthur associe une représentation rGL
d’un groupe linéaire convenable & 7 de la forme X(,p)cjord(r)SPER(P, b) et une représentation d’un
autre groupe linéaire, ﬂgﬁp a Teusp- La représentation isobarique associée a 'induite X,z (p” | |x" X

1"
o) x 76k, ( ot

en toute place on considere le sous-quotient de Langlands) et la représentation 7
sont isomorphes presque partout et donc isomorphes. Or le support cuspidal de 7¢L ne fait intervenir
que des demi-entiers, il doit donc en étre de méme pour tous les z”.

Donc la seule possibilité de réaliser 7 par cette procédure est obtenue en prenant les résidus d’abord
sur I'hyperplan s — (b; + 1)/2 = s; puis sur I'hyperplan s; = 0; mais en plus il faut £ = 1 pour que le
résultat soit de carré intégrable. Le premier résidu nous place dans la représentation

Speh(p, b + 1)||V/*F x mo.

Si 7w est obtenu dans cet espace de résidu, on calcule facilement les supports cuspidaux et on obtient
que Jord(w9F) = Jord(x§T) U {(p, 250 + 1), (p, 250 — 1)} ; ainsi dans ce cas (p,2s0 + 1) et (p,2s0 — 1)
sont des éléments de Jord(7%") qui ne peuvent étre dans Jord(n§'*). La proposition 2 de 1.2.3 dit
alors que 7 se réalise bien dans l'espace décrit dans la 2e partie de I’énoncé avec sy = (b; + 1)/2. De
plus Jord(§') coincide avec Jord?2%0+1(zGL). Cela termine la preuve du théoreme.

2 Normalisation des opérateurs d’entrelacement ou encore, contri-
bution des places sphériques.

Dans ce qui suit on étudie des opérateurs d’entrelacement ; le point de départ sont les opérateurs
d’entrelacement standard qui nécessitent un certain nombre de choix totalement sans importance
pour nous car seuls les propriétés d’holomorphie nous importent. Mais comme il faut fixer les choix et
comme on s’appuie sur les résultats de Shahidi, on fait les choix de Shahidi ([36]).

On fixe encore 7 une représentation automorphe irréductible de carré intégrable de G(A) comme
en 1.1. Rappelons ce qui nous intéresse : pour toute place v de k, la composante 7, est dans le
paquet défini par la composante 7T§ L de #GL. Aux places archimédiennes, malheureusement hormi le
cas ou le caractere infinitésimal est régulier, on ne sait pas trop ce que cela implique sur m,. Mais
aux places finies, nous avons donné une description tres précise de m, en fonction de 7rUG L des que le
lemme fondamental pour les algebres de Lie (ordinaire, tordu et non standard) et donc le transfert est
connu; on a donc besoin de [43],[41], [21] et [34]. Ceci est fait en plusieurs étapes cf [27] et reprend
les idées d’Arthur. Les théorémes démontrés ici n’utiliseront pas les résultats de [27] pour les rendre
indépendants, on les utiliera pour donner des éléments de justifications aux conjectures faites.

On fixe p une représentation cuspidale irréductible et unitaire d’un groupe GL(d, A). On suppose
que p est 6 invariante pour simplifier les notations et on s’intéresse d’abord, pour tout s € C a
I'opérateur d’entrelacement standard :

M(pxm,s):p||*xm—p|[7% xm.

On sait que cet opérateur est méromorphiquement défini et on sait qu’il admet un développement
Eulérien a ’'aide des opérateurs d’entrelacement standard locaux qui eux aussi sont méromorphi-
quement définis (cf. [32] II.1.9 qui reprend un appendice de [19]). Pour v une place de k, on note
M, (p x m,s) Vopérateur local correspondant. Grace a Langlands, si a la place v tout est non ramifié,
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on sait calculer M,(p x 7,s) sur les vecteurs sphériques [20]; c’est une fonction méromorphe de s,
notée r,(p, 7%, 5). Elle vaut,a une fonction holomorphe inversible pres de s (connue), le produit de

o(po X G 5) := L(py x 5%, 25) /L(p, x 7T, 25 + 1)

avec L(py,rc,28)/L(py, TG, 25+ 1) ol r¢ est la représentation de GL(d,, C) associée au groupe G (cf.
introduction) ; pour arriver a ce résultat, il faut faire le calcul dans les séries principales non ramifiées
et on voit apparaitre des fonctions L de caractéres pour toutes les racines inversées par 1'opérateur
d’entrelacement. On obtient alors une fonction L pour 'action de GL(d,, C) dans le radical unipotent
du parabolique dual, représentation de longueur 2 qui donne les 2 facteurs ci-dessus ; ceci est expliqué
dans les articles de Shahidi (cf. par exemple [36]).

En une place v ou tout est non ramifié, on veut précisément que 'opérateur d’entrelacement
normalisé soit I'identité sur les vecteurs sphériques. Il faut donc poser, pour toute place v (avec on
sans ramification) :

Ny(p x m,8) = ro(p, 7T, 8) I M, (p x 7, 5).

Bien str on pourrait garder M,(p x 7, s) mais la difficulté est alors que la contribution des places
sphériques se fera avec des fonctions L partielles du genre L% (p x w,s) /L% (p x 7, s+ 1) et ces fonctions
ont un comportement extrémement désagréables. L (p, xm, s) peut avoir des zéros de 'ordre dépend
de |S| qui sont d’origine local et que 1’on ne maitrise pas du tout. En faisant les calculs avec N, (p x )
on a précisément complété la contribution des places sphériques pour avoir des fonctions L complétes
dont on connait les poles et dont on sait limiter la localisation des zéros.

2.1 Normalisation aux places finies

Cette section comme la suivante sert a montrer que les constructions faites sont les ”bonnes”. On
montre que les opérateurs d’entrelacement N, vérifie la formule du produit. Le point est de démontrer
que

Ny(p x m,—8) o Ny(p x 7,8) = dy(s)Id, (%)

ol ¢,(s) est une fonction holomorphe inversible de s. On peut s’arranger bien évidemment pour que
cette fonction vale 1 mais ce n’est pas notre propos ici. Dans cette partie on prouve (*) dans le cas
des places non archimédiennes.

On continue avec les notations du paragraphe précédent et on suppose ici que v est une place finie.
On rappelle que l'on a associé J OTd(TFGL) a la représentation globale 7 ; localement, on obtient une
description de 7&” sous la forme

GL

Ty, = X(p’,b/)EJord(ﬂ'GL)Speh(p{m b,)

Gréace a 'approximation de la conjecture de Ramanujan, on sait que pl, est essentiellement une induite
de représentation de Steinberg; ce n’est pas tout a fait vrai, il faut accepter un peu de torsion par
||* avec z €] —1/2,1/2[. On va oublier ce point ici qui n’induit aucune difficulté supplémentaire mais
géne considérablement I’écriture et on définit Jord(p)) comme I'ensemble des couples (7,a) ou 7 est
une représentation cuspidale unitaire locale et a un entier tel que p, ~ St(,a) c’est-a-dire que pl, est
la représentation tempérée induite des Steinberg écrites. On regroupe pour écrire
7T1C;;L =X (T,a,b)EJord(m,)Speh(St(T7 CL), b),

ou maintenant Jord(m,) est un ensemble des triplets. Un tel ensemble de triplet s’interpréte bien
comme une représentation irréductible de dimension n* de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) (grace a la
correspondance locale de Langlands) et ce qui nous intéresse est la restriction a la diagonale de SL(2, C)
de cette représentation qui est alors vue comme une représentation de Wr x SL(2,C). Explicitement,
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on définit &, A » comme I'ensemble des couples (7,¢) ol ¢ € [la — b| + 1,a + b — 1] avec méme parité
que a + b pour (7, a,b) parcourant &, . On note alors

WCA;,LU = X(T,C)E&,’A,7r XIE[—(C—I)/Q,(C—I)/Q] 7—’ ’a:

Il est immédiat que 71'5; L est un sous-quotient de ﬂ'g];]. On considere le composé des opérateurs d’en-

trelacement standard
M, (py X Wgﬁ), —5) o My(py X ﬂ'g’Lv, s)

GL

comme une fonction méromorphe et le fait que 7,

fonction méromorphe coincide avec

soit un sous-quotient de ngU entraine que cette

My(p x 79T, —s) o My(p x 79, 5) = ro(p x 79, —s)ry(p x 79L s)
On définit 7, (p, X Wg’[{), s) a la Langlands-Shahidi comme ci-dessus et on vient donc de vérifier (ce qui
est en fait bien connu) que

ro(py X ngu, $)Ty(py X Wg{j], —s) =ry(p x rCL, —$)ry(p X nCL, s). (1)

Dans la normalisation pour le groupe G, il y a aussi le facteur 75 (s) := L(py, ra, 25)/L(py, 7G, 25+ 1).

Et on va montrer que le premier terme de I'égalité ci-dessus, multiplié par le facteur r$(s)r&(—s)
vaut aussi my(p, m,s) == My(p x 7, —s) x M,(p x 7, s) aun facteur holomophe inversible preés. Comme
ci-dessus, on peut remplacer m, par n’importe quelle induite contenant m, comme sous-quotient.

On commence donc par considérer le cas ol 7, est cuspidale ; c’est dans ce cas qu’une propriété non
triviale intervient. En [28], on a utilisé les poles des fonctions m, (p, 7, s) pour définir les blocs de Jordan
de 7, ; on a en [24] et [25] interprété ces blocs de Jordan comme les représentations de Steinberg qui
interviennent dans la représentation tempérée, 6 discrete, du GL correspondant ; cette représentation
du groupe linéaire est une représentation tempérée que 1’on note ngﬁww. Cette identification se traduit
par ’égalité
mv(p77T7 3) = rv(pv X ngr/zp,v? S>Tv(p'v X Trtci#,pm’ —s)rf(s)rf(—s). (2>

On sait associer une représentation de Wy, x SL(2,C) a ﬂtGeﬁmv. On a démontré en [26] (section 7)

que cette représentation de Wy, x SL(2,C) est la restriction a la diagonale du produit de 2 copies de
SL(2,C) de la représentation de Wy, x SL(2,C) x SL(2,C) associé¢ & 7%, En terme explicite, avec
les notations déja introduites, la représentation est
GL

Ttempy — X(1,a,b) Xc€lla—b|+1,a+b—1]2 St(T’ C),
ou l'indice 2 dit que I'on ne garde de l'intervalle que les entiers ayant méme parité que les bornes.
Cela veut dire que wg,ﬁp’v est un sous-quotient de Wg’l{}. Grace a (1), on peut enlever le temp dans
(2). Ceci prouve notre assertion dans le cas ou , est cuspidale.

Le cas général se déduit de ce cas particulier par des propriétés standard : pour calculer les produits
des opérateurs d’entrelacement, on peut remplacer m, par n’importe quelle représentation induite de
cuspidale contenant 7, comme sous-module irréductible. Le produit des opérateur d’entrelacement
ne dépend donc que du support cuspidal de m,, il y a méme une propriété de multiplicativité bien
connue. C'est une propriété assez facile de voir que le support cuspidal de 7&% ne dépend que du

(%

support cuspidal de 7, (cf. [26] section 7); on voit que l'on a la méme propriété de multiplicativité
pour 7,(py X ﬂ'gﬁ’), $)ry(py X wgfv, —s) la méme propriété de multiplicativité puisque cela calcule un
produit d’opérateur d’entrelacement (cf. ce qui précede (1)). C’est comme cela que I'on obtient 1’égalité

cherchée a un facteur holomorphe inversible pres.
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2.1.1 Remarques et exemples

Ici, on voudrait juste faire une remarque déja faite ailleurs pour expliquer que la notion de nor-
malisation des opérateurs d’entrelacement faite ici est d’ordre global et non local. Fixons v une place
finie et 7y une représentation cuspidale en cette place. Il y a au moins 2 paquets qui contiennent cette
représentation 7 ; I'un correspond & un parametre d’Arthur trivial sur la 2e copie de SL(2,C); c’est a
dire un paquet tempéré et I’autre a un parametre d’Arthur trivial sur la le copie de SL(2,C); on dira
alors que mg est dans un paquet unipotent. On peut tres bien globaliser ces paquets. Fixons encore
une représentation pg, tempérée, d’'un groupe linéaire en la place v fixée; cette représentation aussi
peut se globaliser. On a a considérer 'opérateur d’entrelacement standard

M(s) := po||® x mo — po| |”* x mo.

Suivant le paquet global, les normalisations ne seront pas les mémes; si my se trouve dans un paquet
global tempéré en la place v, ou encore si TI'EL est tempérée, la fonction L, (pg, X 7T,UGL ,S) est une
fonction qui n’a pas de pole pour Re s > 0. De plus 'opérateur M, (s) est holomorphe pour Res > 0.
Donc l'opérateur normalisé est holomorphe non identiquement nul en tout s tel que Res > 0. Il n’en
est pas de méme si le paquet global est unipotent en la place v; sous cette hypothese %GL est une
induite de représentations de Speh locale, c’est-a-dire s’écrit sour la forme x;;,Speh(r,b) pour un

ensemble de couples convenables, ou 7 est cuspidale. On a alors
Lo(pow x 78, 8) / Ly(pow x 75,8 4 1) = X7 4Ly (pow X 7,5 — (b—1)/2)/Ly(poy X 7,5 + (b+1)/2).

Cette fonction peut donc avoir des poles pour Re s > 0. L’opérateur M,(s) lui est toujours holomorphe
pour Res > 0 puisqu’il ne dépend que de 7 ,, et donc 'opérateur normalisé est bien holomorphe pour
Res > 0 mais peut étre identiquement nul pour certaines valeurs de s avec Res > 0. C’est un
phénomene assez technique mais qui se produit et qui s’interprete comme le fait qu'un opérateur
d’entrelacement a un zéro local, par zéro on entend identiquement zéro. Un tel zéro supprime des
poles de séries d’Eisenstein, c’est ce que ’on redira en 4.5.

2.2 Le cas des places archimédiennes

Les paquets d’Arthur sont définis en [1]. On pose F' = k, et on considére les représentations semi-
simples, ¢, de W dans le groupe dual de G qui ont un prolongement semi-simple bornéa Wr xSL(2,C)
ou Wy se plonge dans Wy x SL(2,C) par le produit de I'identité avec ’homomorphisme dans le tore

diagonal de SL(2,C) :
W Jw|'/? 0
weWE < 0 |w|~1/2

Quand un tel prolongement existe, il est uniquement déterminé a conjugaison pres et on le note 4. A
I'inverse quand on a v, on en déduit ¢y, en restreignant a Wr avec le plongement ci-dessus. En utilisant
simplement ¢, [1] associe un ensemble de représentations de G(F'), que 'on appelle les représentations
dans le paquet de 14 et une combinaison linéaire de ces représentations dont il montre qu’elle est stable.
Les auteurs montrent aussi les propriétés d’endoscopie conforme aux conjectures d’Arthur mais ils ne
montrent pas en général que la (a un scalaire pres) distribution stable associée a v se transfere (a un
scalaire pres) en la trace tordue de la représentation de GL(n*, F) associée a ¢ o ¢. Toutefois, on sait
que les représentations du paquet de Langlands associé a ¢ sont dans le paquet d’Arthur associé a
g ; c’est méme la base de la construction. Supposons pour le moment que 7, soit dans le paquet de
Langlands associé a un tel morphisme ¢ et que la représentation 77UGL est la représentation associée
ato¢@; cest ce que 'on attend. La fonctorialité de Langlands connue pour les groupes archimédiens
donne alors 1’égalité des fonctions L de pairs pour p, X m, et p, X 7TUG L. Donc dans ce cas on obtient
I’égalité cherchée :

Mv(pv X Ty, _5) o Mv(pv X 7T1)75) = Tv(pv7W§L7 _S)Tv(pv77r§LuS)'
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Je suppose que 'on peut déduire le cas général de ce cas particulier mais je ne sais pas le faire. Le
plus rapide est d’utiliser un argument global/local. Cela oblige & faire le produit tensoriel sur toutes
les places archimédiennes, on notera ce produit tensoriel avec un indice infini. Le produit tensoriel sur
toutes les places finies est noté avec 'indice f.

L’équation fonctionnelle globale pour M(p x 7, s) donne

Id=M(pxm,—s)oM(pxm,s)=(Mx(pxm, —s)oMu(pxm,s))(Mp(pxm,—s)oMipxm,s))

GL

= Too(pa ™ ) _S)Too(p7 ﬂ—GLv 3) (Noo(pv WGL? _3> © NOO(P, WGL? S))Tf(p, 7TGL7 _S)Tf(pa WGL? 8)

a une fonction holomorphe inversible pres de s, d’apres ce que 'on a déja vu dans le cas des places
finies. Mais

TOO(pa 7TGL7 _S)Too(pa TrGL’ S)Tf(pa TrGL) _S)Tf(pa 7TGL7 8) =

L(p x %, s)L(p x 7", —s)L(p,r,2s)/L(p x 7%, 1+ s)L(p x 79", 1 — 5)L(p,rq,2s + 1).

Et par I’équation fonctionnelle cela vaut une fonction holomorphe inversible de s. On en déduit que
le composé

(Neo(p x m,—5) 0 Noo(p X T, 5))

est une fonction holomorphe inversible de s.

2.3 Normalisation générale

Jusqu’a présent, nous n’avons regardé que 'opérateur d’entrelacement associé a 1’élément de lon-
gueur maximal du groupe de Weyl; c’est le seul qui intervient dans tous les cas. Mais si m n’est pas
cuspidale d’autres opérateurs interviennent. Ces opérateurs interviennent dans la situation suivante :
soit P un sous-groupe parabolique de G dont on note M un sous groupe de Levi. On considere le
terme constant des formes automorphes incluses dans 7 le long du radical unipotent de P et leur
projection sur les formes automorphes cuspidales de M. On suppose que ces projections ne sont pas
identiquement zéro et on considéere une sous-représentation irréductible incluse dans cet espace que
I'on écrit sous la forme d’un produit tensoriel

Riel1,qpil | ® mo,

ol les p; sont des représentations cuspidales unitaires irréductibles de groupes linéaires, les z; sont
des réels et my est une représentation cuspidale d’'un groupe de méme type que G. Les opérateurs
d’entrelacement & considérer sont associés a un élément ¢y € [1, /] et un signe ¢ et se représente comme
I’homomorphisme (w est I’élément du groupe de Weyl évident dont on a fixé un représentant qui
n’importe pas pour les propriétés d’holomorphie qui nous intéressent)

[

M(w,s) = p|[* xiepg pil I % 70 = xizaol 0] 1* Xiciipa pil [ x mo.

A cet homomorphisme on sait associer un opérateur d’entrelacement standard, défini méromorphi-
quement. On sait aussi tres bien calculer ’action de cet opérateur aux places sphériques ce qui impose
la ”normalisation”, en toute place v, N,(w, s) := M,(w, s)r,(w, s)~!, ol (on oublie I'indice v pour les
représentations pour alléger 'écriture et les facteurs € et autre signe)

si0 =+, ro(w,s) =[Licp e Lo(p X pivs — i) [ Lo(p X pivs — xi +1);

sid=—, r(w, S) = Hie[l,f] Lv(p X Piy S — l‘i)/Lv(P X Piy S — Tj + 1)
icieo.q €0(pi X Byi + 8) Lo(pi X p,xi + 8)/Lo(pi X pyxi 4 5+ 1) X m(p, 75", s)

ou le dernier facteur a déja été défini.
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La remarque principale est que la normalisation que I’on met est celle de Langlands-Shahidi pour les
facteurs GL ; ainsi en toute place v, Popérateur N, (w, s) est un produit d’opérateurs d’entrelacement
normalisés a la Langlands-Shahidi pour les échanges

ol 1P x il [% = pil [ x pl I,

pour i < £y quand 6 = +. Quand § = —, on fait d’abord tous ces opérateurs pour tout ¢ € [1, /] puis
on fait Vopérateur N(p x m, s) déja défini et refait des échanges, normalisé & la Langlands-Shahidi

[

pil I pl 72 = pl 72 % pi
Supposons que § = —. Ce qui précede montre 1’égalité (& une fonction holomorphe inversible pres)
Ny(w,s) = Ny(p X 7, 8) Xie[1,6) No(p X pis =5 — xi),

ou les normalisations de N, (p X p;, —s — x;) sont a la Langlands-Shahidi.

Remarquons que cette définition est tout & fait compatible aux factorisations évidentes; en 1.2.2,
on avait considéré le cas ou m — p| |_5/ x 7[p/, s'] ; si on suppose par exemple que 7[p’, s'] est de carré
intégrable et que dans la notation précédente p1||** = p/||=*, on peut définir un analogue de M (w, s)
en partant de 7[p’, s'] ; on note M (w, p,,s) au lieu de M (w, s) pour montrer la dépendance en 7 et
on a clairement M (w, p,7,8) = M(w', p,w[p/,s'],s)M(px p',s+5") ou M(pxp',s+s') est simplement
I’entrelacement qui échange

plls < o[~ = o7 % pl |°.
On a la méme décomposition en produit, en toute place v, quand on normalise ou la normalisation de
My(p x p',s+s') est celle de Langlands-Shahidi.

3 Holomorphie des opérateurs d’entrelacements normalisés

On continue avec les notations des paragraphes précédents. On a donc la représentation automorphe
de carré intégrable 7, une représentation cuspidale p et on fixe une place v et s € C et on suppose que
s est dans un voisinage d’un demi-entier strictement positif sg.

3.1 Le cas des représentations des groupes unitaires ayant de la cohomologie.

Dans cette section, on se place en une place v archimédienne. On suppose que 7, a de la cohomologie
et on suppose aussi que le point sy est tel que p,| |50 X 7, a un quotient irréductible ayant aussi de
la cohomologie, on accepte n’importe quel systeme de coefficients. On note 7, l'induite construite a
partir des parametres de Langlands de 7, de telle sorte que m, soit 'unique quotient irréductible de
cette induite. On suppose aussi que le groupe G est un groupe unitaire. Cette derniere hypothese est
sans doute inutile mais je la mets pour avoir le lemme ci-dessous facilement.

Lemme 1. Avec les hypothéses précédentes, I'induite p,||*° X T, a un unique quotient irréductible
et ce quotient est le sous-quotient de Langlands de cette induite.

Les représentations ayant de la cohomologie ont été classifiées complétement, le résultat final
étant di a [40]. Les parametres de Langlands de ces représentations sont donnés en loc. cite mais
les démonstrations sont dues a [39]. Nous allons utiliser 1’explicitation de ces données faites en [8]
5.3. La notation standard est de dire que 7, ~ Aq(\), ou q est une sous-algebre parabolique de g de
telle sorte qu’en notant L le sous-groupe de G(k,) stabilisant q 1’algebre de Lie de L (complexifiée)
soit une sous-algebre de Levi de q; A est un caractere unitaire de L. En fait L n’est pas déterminé
par 7, puisque plusieurs couples L, A peuvent donner la méme représentation m,. Pour nous, L est
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uniquement déterminé par 75 et 7, ; en effet 7GF détermine L & forme intérieure pres et m, fixe

cette forme intérieure (cf. [40]). Avec I'hypothése que G est un groupe unitaire, L est un produit
Xjen,mU (pj,q;) ou k est un entier convenable. La difficulté est que les constructions font intervenir
une torsion qui ne peut pas toujours s’interpréter comme un caractere de L. Le plus simple est, & mon
avis, de regarder la représentation de GL(n,C) qui correspond aux paquets des Aq(\) quand L varie
parmi les formes intérieures possibles (le A varie en conséquence), c’est expliqué dans [2]. On pose
momentanément d; := p; + ¢; pour tout j € [1, k]. Cette représentation de GL(n,C) est une induite
de caracteres unitaires

X je[1,kXj © delgr(d; c)- (1)

On écrit chaque x; pour j € [1, k] comme le caractere z — (z/Z)" ; les parametres de Langlands de
T, sont alors :

le parabolique standard de Levi un produit de Zje[:l,k] inf(pj,q;) copies de C* par le groupe
unitaire U (Y e (s — inf (05, 45))s 2 jen (@ — nf (0, 45))) s

un caractere (dominant) v du produit des facteurs C* et la série discrete Aq, (o) ol go est de méme
nature que q avec Lo =~ X e U (pj —inf(pj, q5), ¢j — inf(pj, q;)) et A se déduit de Ao essentiellement
par restriction convenable.

Pour la suite, on écrit ¥ comme produit de caracteres vy de C* pour ¢ parcourant un ensemble
convenable d’indices totalement ordonné (pour avoir la positivité de v) et pour tout ¢ dans cet ensemble
il existe j € [1,k] tel que inf(p;,q;) > 0 et t € [0,inf(p;,q;) — 1] tel que vy soit le caractere z —
2T (Pita;=1)/2=t 7=+ +a;=1)/2=t  Je p; de [8] est notre p; + g; et notre n; contient le caractére A
qui est trivial dans [8] 5.3 et la torsion m;/2 de [8] 5.3.

On remarque que la représentation (1) est une représentation ayant de la cohomologie pour un bon
systeme de coefficients, le point qui nous intéresse est que son caractere infinitésimal est celui d’une
représentation de dimension finie et donc est entier régulier.

Ici p, est nécessairement une induite de caractere unitaire puisque c’est une représentation de
GL(d,C) (pour d convenable) composante locale d’une représentation cuspidale et ayant un caractere
infinitésimal entier régulier ; régulier ne sert pas ici mais sert ci-dessous pour savoir que les m; sont
tous distincts. On écrit ces caracteres sous la forme y;(z) = (z/z)™ ou i € [1,d] et m; € 1/27.

Ainsi p,|[* est isomorphe a l'induite X ;g1 qps Ol i est un caractere de la forme z™its0z=mits0,
Le caractere infinitésimal de p,|[5° x 7, est celui d’une représentation ayant de la cohomologie, par
hypothése. Ainsi 'induite pour le groupe linéaire convenable

Xiel,d)(2/2)™(22)% X jep,k Sreh((2/2)",d;) Xicp1,q (2/2)™ (22)

a le méme caractere infinitésimal qu’une représentation ayant de la cohomologie. En particulier, on a
la condition de régularité :

m; +s0 & [ng + (5 + a4 — 1)/2,m5 — (pj +¢; — 1)/2];

m; — so ¢ [nj + (p; +q; —1)/2,n5 — (pj +¢; — 1)/2], (2)

ou les intervalles sont soit formés de demi-entiers non entiers si c’est le cas des bornes soit d’entiers si
les bornes sont entieres.

De plus cette représentation doit contenir comme sous-quotient une induite de méme type que
(1) avec des n; et des d; qui sont modifiés. Ceci a des conséquences si sg > 1/2; en effet alors
nécessairement pour tout i € [1,d], il existe j € [1, k] tel que

m; = nj, et so=(pj+q;+1)/2. ()
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De plus par régularité il existe un unique j tel que m; = n; et so — (p; + ¢; +1)/2 € Z; il est
possible que cette derniére congruence soit automatique mais cela n’a pas d’importance. Si sg = 1/2,
la régularité du caractére infinitésimal entraine que pour tout i € [1,d] et pour tout j € [1,k],
mj —nj—(pj+q; —1)/2 ¢ Z.

Ayant explicité cela, on revient au caractere v introduit ci-dessus et on note £y le plus grand entier
(s'il existe) tel que pour j et ¢ tel que

A zn.j+(pj+Qj_1)/2_t2_nj+(pj+q.f_1)/2_t

Vg, -

on ait l'inégalité so < (p; + ¢j — 1)/2 — t. Pour démontrer le lemme, il nous suffit de démontrer que
I'induite
ol |70 X o vg X Agy(Mo)

est isomorphe & 'induite
S
X p<toVe X Pol [ Xgso Ve X Agy(No)-

En effet, la deuxieme induite est 'induite ou le caractere est en position positive et elle a un unique
quotient irréductible qui est l'unique (nécessairement) sous-quotient de Langlands de la premiere
induite. En particulier il n’y a rien a démontrer si £y n’existe pas. On suppose donc que £y existe et on
prend ¢ < £y. On fixe 7, ¢ tel que g est le caractére z — 2%t ®i+e=1)/2=tz=n;+(p;+e;-1)/2=t 1] faut donc
vérifier que si so < (p;j +¢; —1)/2 —t alors I'induite, pour tout i € [1,d], pour GL(2,C), des caracteres
i X vy est irréductible. La réductibilité de ce genre d’induite est étudié dans Jacquet-Langlands ([14]) ;
on en redonne une démonstration utilisant les fonctions L et la théorie d’Harish-Chandra. Il faut et il
suffit donc de vérifier que le composé des 2 opérateurs d’entrelacement standard évidents n’est pas nul ;
on voit ce composé comme une fonction méromorphe de s que 'on calcule en s = sy. Cette fonction
méromorphe, a un facteur inversible pres en s’ = 0, est la fonction :

Ly(pivy 8" Lo (g ve, =" Lo (ivy 1+ 8) 7 Ly (p; ' ve, 1= )71

Les fonctions L, sont récrites en [8] 3.3.4, ce sont des fonctions I' et leurs podles sont aux entiers
négatifs ou nuls. La condition de réductibilité s’écrit donc par le fait que 'un des dénominateurs a un
pole en s’ = 0; parce que cela nous servira dans la suite, on va aussi montrer que les fonctions L du
numérateur n’ont pas de pole, c’est-a-dire que 1’on va montrer qu’aucune des 2 possibilités ci-dessous
n’est possibles :

sup(m; +so —n; — (pj +qj —1)/2+t;—m; + so +nj — (pj + ¢ — 1)/2+t) € Z<o,

ou
sup(mi —so —nj + (pj +q; —1)/2 —t;—m; —so+nj + (pj +qj —1)/2 —t) € Z<o;

la deuxieme possibilité est exclue par le choix de ¢y qui entraine que (p; +¢; —1)/2 —t > so. Pour la
premiere, par symétrie, on peut supposer que m;—n; > 0. Supposons que m;+so—n;—(p;j+q;—1)/2+t
est un entier négatif ou nul; on sait que inf(p;, g;) > 1 pour ce choix de j. Par régularité du caractere
infinitésimal, on a aussi que m;+so < nj—(p;j+q;—1)/2 (cf. (2)); d’ott 59 < nj—m;—(p;j+q;—1)/2 <0
ce qui contredit le fait que sy est supposé strictement positif. Cela termine la preuve de I'assertion.

Remarquons pour la suite, que 'opérateur d’entrelacement standard entre les 2 induites écrites
ci-dessus est holomorphe : en effet avec les notations qui précedent, on vient de vérifier que pour tout
i € [1,d] et pour tout £ < {y, le composé des 2 opérateur d’entrelacement standard dans GL(2,C) :

il |° X vg = ve X | |° = il |° < v

est holomorphe inversible en s = 0. Or le 2e opérateur est holomorphe en s = 0 par positivité et donc
nécessairement non nul. Par irréductibilité, il est inversible et son inverse est le premier opérateur en
s = 0 a un scalaire (non nul) pres. Le premier opérateur est donc aussi holomorphe inversible en s = 0.
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Ceci termine la preuve du lemme 1.

On a aussi besoin d’une réciproque. Inversement soit 7, une représentation du groupe unitaire de
la forme correspondant & G’ mais oll on a ajouté d plans hyperboliques; on a donc augmenté le rang
du groupe de d. On suppose que 7, a de la cohomologie ; d’ott un groupe de Levi L’ avec un caractére
N (L' est uniquement déterminé aux facteurs compacts pres). On fixe p,, o comme ci-dessus ; on écrit
L' = x je[l,k’}U(p;wq;')S en tenant compte de la torsion comme expliqué dans la preuve ci-dessus, N
fournit un produit de caractéres unitaires ou encore une collection de demi-entier n; pour j € [1,k’]
(cf. la preuve ci-dessus). On a encore les demi-entiers m; pour i € [1,d] comme ci-dessus qui viennent
de la représentation p,.

Condition locale archimédienne.
On dit que 7, est un p,, sp quotient si pour tout ¢ € [1,d] il existe j € [1, k'] tel que m; = n; et
s0 = (P + ¢} —1)/2 et, pour un tel j, inf(p}, ¢;) > 1.

On peut essayer d’exprimer de fagon plus intuitive cette condition ; on revient & la représentation

W;GL qui paramétrise le paquet d’Arthur qui nous intéresse ; c’est une induite d’un caractere unitaire
IGL

d’un sous-groupe de Levi convenable, M'. La premiére condition revient uniquement a dire, que 7

est le quotient d’une induite de la forme

S0 GL —S0
pol [0 X 70, X pol [T, (3)
ou 7T§L est aussi une induite d’'un caractere unitaire d’un sous-groupe de Levi convenable. Dans ce

cas 7T§L détermine un paquet de représentations nécessairement cohomologiques de G et il y a une
inclusion assez naturelle de ce paquet de représentations dans le paquet de représentations déterminées
par W;GL : dans les notations de la preuve ci-dessus, & un couple L, A on associe le couple L', \ ou L’
se déduit de L en changeant certains facteurs U(pj;,q;) en U(p;+1,¢; +1) et en étendant A en X de la
seule facon possible; le caractere A tordu comme il faut est la restriction évidente de A tordu comme
il faut. Pour savoir quels sont les facteurs qui doivent étre modifiés, ce sont correspondant & un indice
J tel qu'il existe ¢ avec m; = n;. La condition locale archimédienne dit alors que m, est dans I'image
de cette inclusion.

On rappelle qu’Arthur et Adams-Johnson ont associé & chaque élément du paquet défini par
7/GL un caractere d’un groupe fini. Ce groupe fini s’identifie ici aux éléments du centre de M’ =
X je[L,k] GL(d;, C) qui sont invariant par I’automorphisme g — ‘g~!. Ce caractere est donc une collec-
tions de &’ signes correspondant a chacun des facteurs. Aprés permutation éventuelle, on suppose que
les facteurs & modifier pour passer de 7/¢F & 7&L correspondent aux d premiers facteurs. La condition
local archimédienne ne se voit pas sur le caractere d’Arthur sauf dans le cas ot sg = 1/2. Dans ce cas
elle est exactement équivalente & ce que les d facteurs de L’ déterminé par p, soient tous isomorphes
a U(1,1) et cela se voit sur le signe; si on suit [3] on trouve alors +.

Pour le lemme ci-dessous, on utilise les notations qui viennent d’étre introduites :

on suppose que 7T§L est défini par (3), cette représentation est alors uniquement définie;

si 7, vérifie la condition locale archimédienne, on définit 7, comme représentation de G ayant de
la cohomologie associé & L, X ott L se déduit de L’ en remplacant chaque facteur U (p;-, qg) tel qu’il
existe ¢ € [1,d] tel que m; = n;, par U(p; -1, q; — 1) et X s’obtient de fagon évidente. On a alors :

Lemme 2. II existe une représentation irréductible o de G(k,) dans le paquet défini par 7G", tel
que T, soit un quotient de p,| |0 X o si et seulement si 7, est un p,, sy quotient et alors o, ~ .

La représentation o, a nécessairement de la cohomologie et on applique le lemme 1 pour caractériser
le quotient de p,||*® x o0,. Ce quotient ne peut étre m, avec les données décrites que si o, est la
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représentation 7, décrite. Cela prouve le lemme.

On peut résumer les 2 assertions que 'on vient de démontrer de la fagon suivante : on continue
de fixer 75F et 7L en supposant que (3) soit vérifié. On note C,, s, les couples (m,, ) tel que m,
soit dans le paquet défini par W,JGL, 7, dans celui défini par W;}GL et tels que 7 soit un quotient de
I'induite py| |*° x 7. Alors C,, s, est un graphe en bijection via la premiere projection avec le paquet
de représentation défini par ﬂfL . Et on dit que 7}, est un p,, sp quotient si cette représentation est
dans I'image de la 2e projection.

IGL

En général la premiere projection n’a aucune raison d’étre surjective sur le paquet défini par

mais hormi ce point (qui n’est pas de détail) la situation est, & mon avis, générale.

3.2 Opérateurs d’entrelacements et représentations cohomologiques

On reprend les hypotheses de 3.1 ainsi que les notations L := X jc(1 U (py, q;), m; pour i € [1,d]
et n; pour j € [1,k] qui décrivent completement p,, et 7, ; quand on décrit les caracteres A, on inclut
toujours la torsion. On note L le produit de groupes unitaires qui s’obtient de la fagon suivante :
si so > 1/2, Ly = XjepmU(pi + mi,q +ni) o m; = 0 si nj # m; et 1 sinon. Si sp = 1/2, alors
Ly = Xien,qU(1,1) x L. On construit aussi un caractere Ay de Ly ; si sp > 1/2, c’est essentiellement
A et si s = 1/2, on fait le produit tensoriel de A sur L avec sur chaque facteur U(1,1) indexé par
i € [1,d] le caractere (det/det)™:.

Corollaire. Sous les hypothéses faites, la représentation p,||*® x m, a pour unique quotient
irréductible la représentation, 7., associée a L et ;. L’opérateur d’entrelacement standard :

pol |7 Xm0y = pyl 77 x

est holomorphe en s = sy d’image 7.

L’unicité du quotient irréductible a été démontrée en 3.1. Dans la preuve on a précisément donné les
parametres de Langlands de ce quotient irréductible et ce sont ceux de 4. D’ou la premiere assertion.

Dans la preuve de 3.1, on a introduit l'induite X e[ pv; X Ago(Ao) dont m, est le quotient de
Langlands ; on a aussi introduit 'entier £y et montrer que I'opérateur d’entrelacement standard induit
un isomorphisme entre les induites :

Pl I 54 v X Agy(No) — (1)

Xo<toVe X ol [0 Xy Ve X Agy(No) (2)

Par la théorie du quotient de Langlands on sait que les opérateurs d’entrelacement standard défini a
partir de I'induite (2) sont holomorphes. L’opérateur d’entrelacement standard de linduite (1) vers
I'induite

pol |75 X g v X Agy(Xo)- (3)

est le composé de l'opérateur d’entrelacement standard de 'induite (1) vers Iinduite (2) avec 'opé-
rateur d’entrelacement standard de 'induite (2) vers I'induite (3).

Cet opérateur est donc holomorphe; par passage au quotient, il induit 'opérateur de 1’énoncé.
Cet opérateur est donc lui aussi holomorphe. On a vérifié que la représentation p,||*® X 7, a un
unique quotient irréductible; par dualité (hermitienne) cela entraine que la représentation p,| |~ %0 x
m, a un unique sous-module irréductible qui est nécessairement isomorphe a 7. L’unicité de 74
comme sous-quotient irréductible dans chacune des induites entraine alors que I'image de I'opérateur
d’entrelacement standard est précisément 7.
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3.3 Opérateurs d’entrelacements normalisés et représentations cohomologiques

GL 4 de la cohomologie & 'infini; on

On suppose toujours que G est un groupe unitaire et que 7
a décrit la normalisation des opérateurs d’entrelacement qui intervient dans le calcul des résidus de
séries d’Eisenstein. Cette normalisation ne dépend pas de 7, mais de 7rUGL . On garde les notations des
paragraphes précédents, m, est associé a L =~ X jc(; yU(pj, ;) et un caractere unitaire \ et Gl est la
représentation induite a partir d’un sous-groupe parabolique standard de Levi X je[Lk]GL(pj +¢;,C)
et du caractere unitaire ®;c 4j(det/det)™, ot la collection des n; décrit A\. On note par abus \; le

caractere z — (z/z)™. La normalisation pour 'opérateur d’entrelacement :

pol I° X Ty — pol [,°

est alors, par la définition de la section 2, (a un facteur € pres) le produit pour tout j € [1, k]
7j(8) := Lu(po ® Ajy s = (pj + 5 = 1)/2)/Lo(po @ Ajy s + (pj + 45 +1)/2)

avec la fonction Ly (py,7q,28)/Ly(py, TG, 25 + 1).

On suppose que la représentation induite pour le groupe linéaire convenable

pol [0 x gt x pyl |70

admet un quotient irréductible ayant de la cohomologie.

Lemme. Pour tout j € [1,k] comme ci-dessus, la fonction méromorphe r;(s) est holomorphe non
nul en sqg. Il en est de méme du facteur Ly(py,ra,28)/Ly(py,7G,25 + 1)

Le dénominateur est, par positivité, holomorphe non nul en sqg. Pour le numérateur un pole ne
peut apparaitre en s = so que si so < (pj +¢; — 1)/2; c’est le cas que I'on a déja considéré dans la
preuve de 3.1 ou on a prouvé ’holomorphie. Le dernier facteur n’a pas plus de poles ou de zéros que
le facteur L(py X pyy250)/L(py X pv, 280 + 1). L’assertion résulte de la positivité de sp.
|1

Corollaire 1. L’opérateur d’entrelacement normalisé par voie globale de p,||* X m, dans p,||~% xm,

est holomorphe en s = so, non nul et d’image 74 (définie dans 3.2).
C’est un corollaire immédiat du lemme précédent et de 3.2

D’autres opérateurs d’entrelacement sont a considérer quand on calcule les termes constants des
séries d’Eisenstein associées a l'induite p||* x 7. On a vu ceux qui vont intervenir pour le calcul des
résidus dans 2.3 et la normalisation associée.

Corollaire 2. L’opérateur d’entrelacement normalisé par voie globale de 2.3 est holomorphe en
s = sg. Si son image est semi-simple et non nulle alors elle est réduite a ..

La premiere partie du corollaire se démontre comme ci-dessus. La deuxiéme partie du corollaire
vient de 'unicité du quotient irréductible dans 3.1. Je suppose que la non nullité est toujours vérifiée
mais cela ne nous importe pas. Comme nous avons démontré que les résidus des séries d’Eisenstein en
s = sp (quand il y a un pole) sont inclus dans I’ensemble des formes automorphes de carré intégrable, la
semi-simplicité sera automatique, pour les opérateurs d’entrelacements globaux ont un péle en s = sg
mais n’est certainement pas vraie sans cette condition de pole.
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3.4 Le cas des places scindées pour les groupes unitaires

Ici on continue de supposer que le groupe est unitaire et on se place en une place v ou ’extension
K'/k est scindée. On note v et vg les places de k' Correspondantes et k!, la complétion pour 1'une
ou lautre de ces places; on a donc une représentation 7r L qui est le prodult de 2 représentations

GL X 7r L que le groupe de Galois échange; en fait ces 2 représentations sont isomorphes, on note
legltlmemen‘c C’;L cette représentation de GL(k],). En une telle place v, le groupe unitaire apres

complétion dev1ent isomorphe & GL(k.,). Ici, nous avons donc & considérer des induites

GL

pul I° % TG % p] 7. (1)

Mais 7,y n’est autre que 77 . Pour les groupes unitaires, les fonctions L intervenant dans le facteur
de normalisation dependent des places de &’ au dessus de la place v. Plus précisément considérons
lopérateur qui inverse les 2 copies de p, :

Pl 1° % TGE X pur 7% = purl |7 x 7S x py] I (2)

La normalisation mise est

Lv’ (Io’u/ X WSLv 5)2 x LU (pv’7 rg, 28)

Lv’(p’u’ XW§L73+1)2 L’U(pv’eraQS_'—l)’

or en s > 0 le facteur local L,(p,,rg,2s) n’a certainement ni zéro ni pole et peut étre remplacé par
Ly (py X py,$), ce que nous ferons.

Or ce facteur de normalisation se calcule comme produit des trois facteurs décrits ci-dessous :

le facteur Ly (py x 751, 8) /Ly (py x 7GE, s + 1) qui normalise 'opérateur

G ﬂ_gL

pUHSXﬂ- prv’HisH XPU’HSXPU’His

le facteur Ly (py X pyry28)/ Lyt (pyr X pyry 28 + 1) qui normalise 'opérateur

T " X purl [ % | |75 = 75t X pur | |72 % pur| I°
et encore le facteur Ly (py x 7GE,8)/ Ly (py x 757, s 4+ 1) qui normalise opérateur :
7L 5 o 172 X porl [* = purl [ x G x pu I

On a étudié en détail les opérateurs d’entrelacement normalisés pour ces induites en [31] 1.8 (ii) et
montré que pour s = sg > 0 ces opérateurs normalisés sont holomorphes.

Donc le cas des places scindées est déja connu au moins pour cet opérateur, il est holomorphe.

On démontre I’holomorphie des opérateurs d’entrelacement décrits en 2.3 de fagon analogue.

Pour terminer, on remarque qu’ici il n’y a pas de difficulté avec la nullité éventuelle des opérateurs
d’entrelacement normalisés ni pour le calcul de leur image quand cette image est semi-simple. En effet,
pour sy € Ry, la représentation : p,|[*° x 7r L % py| |75 a un unique quotient irréductible qui est le
sous-quotient de Langlands de cette induite; cela se démontre comme dans 3.5.1 qui démontre un cas
plus difficile puisque G n’est pas (en loc.cite) le groupe linéaire. Cela regle la question de I'image quand
celle-ci est semi-simple non nulle. Au passage si sg est tel que (p, 259 —1) € Jord(7"), le sous-quotient
de Langlands n’est autre que Speh(pyr, 250 + 1) X p)e jord(xGL )i b)£(p2s0—1) SPER (P, ).

Pour la non nullité de 'opérateur (2) quand sg est tel que (p,2sg — 1) € Jord(7“"), on renvoie &
la démonstration de 3.5.3. La non nullité est vraie des que sg > 0 mais nous n’en avons pas besoin.

27



3.5 Opérateurs d’entrelacement normalisés pour les représentations dans le pa-
quet de Langlands inclus dans le paquet d’Arthur.

3.5.1 Holomorphie aux places finies

Ici on ne suppose plus que G est un groupe unitaire, on revient a notre groupe classique. Mais
on se place en une place finie. On voit un paquet d’Arthur comme une représentation irréductible un
peu particuliere d’un groupe linéaire ; pour simplifier, on oublie que la conjecture de Ramanujan n’est
pas connue comme expliqué dans 'introduction, les représentations supplémentaires qui apparaissent
n’induisent aucune difficulté supplémentaires. Donc on écrit la représentation du groupe linéaire sous
la forme d’une induite

X(T,a,b)ETSpeh(St(Ta a)7 b) (1)

ou le produit porte sur des triplets (7, a,b) ou T est une représentation cuspidale unitaire et a,b sont
des entiers. La représentation Speh(St(7,a),b) est 'unique sous-représentation irréductible basée sur
p et associée via les travaux de Zelevinsky a la collection de segments

(a—b)/2 o (a+b)/2-1

(atb)/24+1 - —(a—b)/2

Les segments sont croissants sur les lignes et décroissants sur les colonnes. C’est une représentation
de Speh de taille b construite avec la Steinberg associée a 7 et a l'entier a. On sait que l'induite (1)
est irréductible (cf. [31] p. 622) et 'ordre des facteurs n’importe donc pas.

Pour décrire le paquet de Langlands inclus dans le paquet d’Arthur associé a cette collection de
triplets, on forme la représentation tempérée d’un groupe linéaire de rang plus petit

X (rab)eT;(—1)p=—19t(T; @). (2)

Deés que l'on a le lemme fondamental tordu, avec [43], on peut définir la notion de transfert. Il est
facile de vérifier (cf. par exemple [30]) que le transfert commute assez bien au module de Jacquet et
on vérifie comme dans loc. cite que (1) ne peut étre obtenu comme transfert que si (2) est lui aussi
obtenu comme transfert. Cela impose une condition de parité sur les entiers a et b, parité dépendant
de 7 qu’il n’est pas utile d’expliciter.

Avec en plus le lemme fondamental ordinaire (cf. [25]), on sait alors associer & une telle représen-
tation (2) un paquet de représentations tempérées d’un groupe de méme type que G (de rang en général
plus petit) tel qu'une bonne combinaison linéaire (& coefficients tous non nuls) de ces représentations
ait un caractere qui se transfere en le caractére de (2). Cela détermine uniquement le paquet de
représentation.

On note Iz, ce paquet de représentation tempérées; c’est un paquet de Langlands. On obtient
alors le paquet de Langlands associé a (2), en prenant les sous-quotients de Langlands des induites :

X (ra,0) €T b>1,ye[(b-1)/2,8, 5t (T, @) 1Y X Ttemp, (3)

Ol Tyemyp parcourt Ilie,, et ou, pour tout b, &, = (b—1)/2—[b/2]+1 (c’est-a-dire d, = 1 si b est impair et
O = 1/2 si b est pair). On note ici, pour (7,a,b) € T) avec b > 1, Speh(St(1,a),(b—1)/2,8) I'unique
quotient irréductible de I'induite (pour un groupe linéaire convenable) X,c(—1)/2,5,]5t(T,a)| Y. Le
sous-quotient de Langlands de (3) est aussi I'unique quotient irréductible de I'induite

X(T7a,b)€T,b>1Speh(St(7—v a)a (b - 1)/27 5b) X Ttemp; (4>

pour arriver a cette assertion, on vérifie que (4) est un quotient de (3) mis en position positive : on
reviendra sur cette assertion en en montrant une plus générale dans 3.6. On remarque aussi que la
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représentation du groupe linéaire convenable X ;. )7 p>15peh(St(7,a), (b—1)/2,dp) est irréductible
d’apres [31] (page 622) et l'ordre des facteurs n’importe donc pas.

Soient p une représentation cuspidale unitaire irréductible d’un groupe linéaire, sy € R~g, ™ une
représentation automorphe irréductible de carré intégrable de G et 7L la représentation automorphe
du groupe linéaire convenable associé.

Proposition. Soit v une place finie. On suppose que m, est dans le paquet de Langlands corres-
pondant a la représentation wf L comme expliqué ci-dessus. L’opérateur d’entrelacement normalisé par
voie globale

pol |° X Ty — py| | 7% x Ty

est holormophe en s = sg.

On utilise le fait que par hypothese, 7, est un quotient irréductible de 'induite (3) et on décompose
l'opérateur d’entrelacement en produit d’opérateur d’entrelacement élémentaire.

Soit (7,a,b) comme ci-dessus et 719, ag, So avec so > 0; on a étudié en [31] 1.6.3 'opérateur d’en-
trelacement standard, pour le groupe linéaire convenable :

St(10,a0)| |° x Speh(St(r,a),(b—1)/2,8) — Speh(St(r,a),(b—1)/2,) x St(1o,a0)]||*.

En loc. cite, on a étudié 'opérateur d’entrelacement normalisé et on a montré que I'opérateur normalisé
est holomorphe non nul en s = sg. Cela entraine que 'opérateur d’entrelacement standard pour poles
en s = so exactement ceux de la fonction qui est le facteur de normalisation

L,(St(19,a0) x St(r,a),s — (b—1)/2)/Ly(St(m0,a0) X St(r,a),s — & + 1).

Le dénominateur de cette fonction n’a ni zéro ni podle en s = sy car sg est positif alors que 6, < 1.
0 0 b
Le numérateur est exactement la fonction qui intervient au numérateur de la normalisation par voie
globale. Donc ses poles éventuels sont pris en compte par notre normalisation. A l'inverse tous les
poles de la normalisation globale sont pris en compte par ces normalisations partielles quand on fait
varier les données.
On a ensuite a considérer 'opérateur d’entrelacement

St(10,a0)||° X Temp — St(10,00)| |77 X Tremp-

L’opérateur d’entrelacement standard est holomorphe en s = sg par positivité stricte de sg. Il reste
encore les opérateurs de la forme

Speh(St(r,a), (b—1)/2,0) x St(7o,a0)||”° — St(70,a0)|| "% x Speh(St(r,a), (b —1)/2,d).

Cet opérateur d’entrelacement est holomorphe en s = sy par positivité de sg. On a ainsi démontré que
les poles de 'opérateur d’entrelacement standard sont inclus dans ceux du facteur de normalisation ;
on a donc certainement démontré ’holomorphie anoncé. On montrera la non nullité dans la section
suivante.

3.5.2 Le cas des places archimédiennes

Ici on se limite au cas des groupes symplectiques ou orthogonaux quasidéployés.

La difficulté aux places archimédiennes est que, hormi le cas déja traité, on ne connait pas les
paquets d’Arthur, on va donc admettre que le paquet d’Arthur contient le paquet de Langlands, cela
fait partie du yoga d’Arthur mais je n’en ai pas vu de démonstration ; 'argument que j’ai donné pour
les places non archimédiennes utilise les modules de Jacquet, aux places archimédiennes il faut un autre
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argument, les multiplicateurs ( 7), mais je n’y connais rien. Donc ici v est une place archimédienne ;
on a la représentation globale de carré intégrable m d’ot la représentation 7% = X (p)SPeh(p,b) du
groupe linéaire convenable. On suppose la conjecture de Ramanujan (pour simplifier) et on a donc
comme composante en v
7TUGL = XgpSpeh(d,b)

ou les § sont des séries discretes unitaires de GL(2,R) ou des caracteres unitaires de GL(1,C) ou
GL(1,R). Pour tout entier b on définit encore &, = 1 si b est impair et d, = 1/2 si b est pair; on
reprend aussi la notation Speh(d, (b—1)/2,8) pour le quotient de Langlands (dans le groupe linéaire
convenable) de I'induite x jel(b—1)/2,8,0 ||7. On admet que la 6 trace de la représentation X §:p=1[2]0 est un
transfert endoscopique tordu d’un paquet de représentation tempéré, noté Il et on appelle paquet
de Langlands dans le paquet d’Arthur ’ensemble des sous-quotients de Langlands des représentations

induites :

X5bb>1 X je[(b—1)/2,55] Ol I X Tremp
Ol Ttemp parcourt I'ensemble des représentations dans Ilie,,. On montre alors que ce sous-quotient
de Langlands est I'unique quotient irréductible de la représentation

Xé,b>1Speh(57 (b - 1)/27 5b) X Ttemps;

pour cela il faut utiliser [31] 1.7 au lieu de [31] 1.6. Ici aussi le facteur x;p515peh(d, (b —1)/2,05) est
une représentation irréductible du groupe linéaire convenable ([31] 1.9) et il n’est pas utile de préciser
Pordre des facteurs. Et on a aussi

GL comme précédemment. On suppose que , est dans le paquet

UGL comme expliqué ci-dessus. L’opérateur d’entre-

Proposition. Soient p, so, 7, 7™
de Langlands correspondant a la représentation m
lacement normalisé par voie globale

pol |7 Xm0y — o 77 x

est holormophe en s = sg.

C’est le raisonnement du cas non archimédien : pour les opérateurs qui ne sont pas dans un groupe
linéaire on utilise la positivité et pour ceux qui sont dans GL on utilise [31] 1.8.

3.5.3 Image des opérateurs d’entrelacement normalisés

On revient & 7 une représentation automorphe de carré intégrable irréductible de G, d’ott 7L et

Jord(mw®). On fixe sop un demi-entier strictement positif et on suppose que (p,2s¢ — 1) € Jord(x&F).
On considere la représentation automorphe

WEL = X(p’,b’)EJord(wGL)—{(p,250—1)}sp€h(plv b/) X Speh(p, 280 + 1);

cela définit des paquets locaux. On fixe une place v et m, dans le paquet de Langlands comme en 3.5.1
et 3.5.2; on a représenté m, comme un quotient de Langlands uniquement déterminé quand on a fixé
la représentation miemp. A cette représentation miem, on associe aussi une représentation du paquet
de Langlands de Ff% en suivant exactement les construction de ces références. On note m , cette
représentation.

Proposition. L’image de I'opérateur des propositions de 3.5.1 et 3.5.2 est exactement la représen-
tation du paquet de Langlands 7, du paquet associé a mG_Lv

Pour démontrer la proposition, on récrit I'induite 3.5.1 (4) (et son analogue archimédien) en or-
donnant les facteurs

X(p’,b’)EJord(ﬂGL);b’2250+1Speh(p;n (bl - 1)/27 5b’)
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X(p’7b’)€Jo7“d(7rGL);b’<250+1Speh(p;n (b/ - 1)/27 51)’) X Ttemp- (1)

On décompose 'opérateur d’entrelacement standard qui nous intéresse, en le produit des 2 opérateurs
d’entrelacement standard suivants :

pv| |S X(p’,b’)eJord(wGL);b’22$U+1 Speh(pén (b/ - 1)/27 6b’)

- X(p’,b’)EJord(wGL);b’22so+1Speh(pé)7 (b/ - 1)/27 55’) X pv| |s (2)
et
pU| ‘S X(p! b )eJord(nGL)b <2s0+1 Speh(p;n (b/ - 1)/27 5b’) X Ttemp

- pv| |—s X (o' b)eJord(xGL) Speh(pén (b/ - 1)/2’517’) X Tiemp-

On a vu que le deuxieme opérateur est holomorphe. Le premier a exactement comme pole les poles de
la normalisation et quand on a enlevé ces poéles, il devient un isomorphisme. Ainsi 'opérateur qui nous
intéresse est le composé d’un isomorphisme avec un opérateur d’entrelacement standard holomorphe.
Un opérateur d’entrelacement standard holomorphe n’est pas nul. Donc l'opérateur d’entrelacement
normalisé sur toute I'induite n’est pas nul.

Dans la construction, on voit que I'image de l'opérateur est un quotient de I'induite :

X(p’,b’)eJord(WGL);b’2250+1Sp6h(p{u7 (b/ - 1)/27 51)’) X Speh(Pv, 230 + ]-7 5280+1)

X(p’,b’)EJord(ﬂGL);b’<250+1;(p’7b’)7$(p,250—1)Speh(pén (b/ - 1)/27 51)’) X Ttemp- (3)

Mais cette induite est en position dominante et a un unique quotient irréductible précisément 7 , et
T4, D'intervient qu’avec multiplicité 1 comme sous-quotient de toute 'induite

pU| |SO X(p' b )eJord(xCL) Speh(pin (b/ - 1)/2’617’) X Ttemp-

L’unicité du quotient irréductible de (3) assure déja que ce quotient 7 , n’est pas dans le noyau de
Popérateur d’entrelacement considéré; on note X le sous-module de (1) tel que 7, soit le quotient
de (1) par X. En utilisant le fait que l'opérateur (2) est un isomorphisme en s = sy quand on a
enlevé ses poles grace a la normalisation, on vérifie en fait que l'induite p,||*® x (1) a elle aussi
un unique quotient irréductible, w1 ,. Mais ainsi 7y, n’est pas un sous-quotient de p,||*® x X (par
multiplicité 1 en tant que sous-quotient irréductible). Ainsi quand on passe au quotient par p,|[% x X
lopérateur d’entrelacement reste non nul. Ainsi on vient déja de prouver la non nullité de 'opérateur
d’entrelacement normalisé.

Pour savoir que son image est réduite a m ,, il suffit de vérifier que l'induite p,| |~ X 7, a un
unique sous-module irréductible. On obtient cette assertion avec des arguments duaux. On considere
I’induite tel que m, soit 'unique sous-module de Langlands :

X(p’,b’)EJord(TrGL);b’2250+15peh(p;7 —dy, _(bl - 1)/2)

X(p’,b’)EJord(wGL);b’<280+1Speh(p{U7 — 0, _(b/ - 1)/2) X Temp- (167’3)

On considere 'opérateur d’entrelacement standard
pol|* % (1bis) = py||* x (Ibis)
Ici on le décompose comme produit de
pol |7 % (IbiS) = Xy b Jord(xCL )by >250+15PER( Py, =0y, = (b = 1)/2)

xpyl|7* X(p! b )eJord(nGL)b <2s0+1 Speh(py, =0y, —(b" = 1)/2) X Ttemp
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avec I’échange
><(p’,b’)GJm“d(ﬂGL);b’2230+15peh(p21a —0ps _(b/ - 1)/2) X pﬂ’ |_S -

,0v| |_S X(p' b )eJord(wGL);b >2s0+1 Speh(p;n — 0y, _(b, - 1)/2>

Le premier opérateur est holomorphe comme opérateur d’entrelacement standard et le deuxieme de-
vient une bijection quand on en a enlevé les poles éventuels grace précisément aux facteurs de nor-
malisation. Ainsi p| |7* x (1bis) a w4, comme unique sous-module irréductible. On a un diagramme
commutatif
pol [P (1) = pof [T x (1)
l l ;
pol[* % (1bis) — py||= x (1bis)

ou les fleches verticales sont le passage au quotient par X. Ainsi I'image de 'opérateur d’entrelace-
ment normalisé de ’énoncé a 7 ,, comme unique quotient irréductible et comme unique sous-module
irréductible. Par multiplicité 1 cette image est donc réduite a 7, ,. Cela termine la preuve.

3.6 Les autres opérateurs d’entrelacements dans le cas non archimédien

Rappelons d’abord le résultat suivant de [31] 1.6.3 (ii) qui suppose que la place v est une place
finie : on considere (7,a) et (7,a’) des couples formés d’une représentation cuspidale unitaire et d’un
entier. On considére aussi d, f des demi-entiers tel que f —d € Z>( et d, f' ayant la méme propriété.
On définit Speh(St(r,a), f,d) comme I'unique quotient irréductible de I'induite

X jer,q St a)| .

Et on définit de méme Speh(St(r,d’), f’,d’). L’induite Speh(St(r,a), f,d) x Sp(St(r,a’), f',d") est
irréductible pour tout choix de f, f',d,d si f — f' — (a — a’)/2 n’est pas dans Z, et on a montré en
[31] page 622, qu'une condition suffisante pour que cette induite soit irréductible est

—l(a—d)/2[ <d—d <|(a—d)/2.

En particulier si |[d — d’| = 0 ou 1/2 l'induite est irréductible. De plus si d > d' — |(a — @) /2|,
I'induite a un unique quotient irréductible (qui peut étre toute I'induite) qui est I'image de 'opérateur
d’entrelacement normalisé a la Langlands Shahidi qui inverse les 2 facteurs de I'induite, en particulier
cet opérateur est holomorphe.

Soient py, sg, ™, comme dans les paragraphes précédents; on appelle sous-quotient de Langlands
de l'induite p,| [*® x 7, le sous-quotient de Langlands de la représentation (on utilise les notations des
paragraphes précédents).

X(ﬂa)eJord(pv)St(T? a)’ ’80 X(r,a,b)eT Xje[(b—l)/2,6b]5t(7'7 CL)’ ’j X Ttemp- (1)

Supposons maintenant que v est une place archimédienne ; en [31] 1.7 on a aussi défini la condition de
liaison qui donne les propriétés d’irréductibilité analogue ([31]1.9, proposition) ou unicité du quotient
([31] 1.9 (1) et (2)) avec identification au sous-quotient de Langlands.

Lemme 1. Pour tout sy > 0, la représentation p,||*® x m, a un unique quotient irréductible et
c’est le sous-quotient de Langlands.

Le seul cas ou il y a quelque chose a démontrer est celui ou sy est demi-entier, ce que nous allons
supposer. Pour donner les détails, on suppose que v est non archimédien on peut traiter les 2 cas
simultanément en considérant que St(7,a) est une série discrete de GL(2,R) ou un caractére unitaire
de GL(1,k,).
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On ordonne les triplets (7,a,j) ou (1,a,b) € T et j € [(b—1)/2,0p] et on les note (7y, ay, jz) pour
¢ parcourant un ensemble totalement ordonné noté [1,m] de telle sorte que l'induite dont , est le
quotient de Langlands soit précisément pour m convenable

XZE[Lm]St(Tb aﬁ)’ |j£ X Ttemp (2)

ou on prend les triplets dans l'ordre. Il y a plusieurs choix possibles, on en fait un.

Soit ¢ un demi-entier strictement positif; on note £y le plus petit indice tel que pour le triplet
(e, a0, j¢), on ait jp < t. On va montrer que (2) admet comme quotient (non irréductible en général)
I'induite

><(T7a’b)€7—;(b_1)/22t5p€h(St(T, a), (b — 1)/2, t+ (5{)) XZE[Zo,m] St(Tg, ag)’ |j£ X Ttemp (*)

ou d; vaut 0 si (b—1)/2 —¢ est un entier et 1/2 sinon. Cela se fait par récurrence décroissante sur
t : pour t grand, il n'y a rien a démontrer. Supposons 'assertion connue pour ¢ et montrons la pour
t —1/2. On note ¢; analogue de ¢y pour t remplacé par ¢t — 1/2; on remarque d’abord que pour tout
(1,a,b) tel que (b—1)/2 > t et §, = 1/2, il existe £ € [ly, (1] tel que 7y = 7 et ay = a. Avec les
propriétés d’irréductibilité rappelées, on peut faire commuter ces facteurs de fagon & remplacer (2)
par l'induite isomorphe & (2)

X (rab)eT;(b-1)/2>t5,=09Peh(St(T, a), (b — 1)/2,t) (3)
X(‘r,a,b)ET,(bfl)/2>t,6£:1/2 <Sp€h(5t(7’, (I), (b - 1)/27 L+ 1/2) X St(7_7 CL)’ |t_1/2> (4)
X (rab)eT,(b—1)/2=1/25peh(St(T,a), (b — 1) /2,t — 1/2) (5)

X gefer,m] SE(Te, ag)| P4 X Themp-
Evidemment les termes en (5) sont simplement des Steinberg tordus. On remplace maintenant chaque
terme de (4) par son quotient irréductible Speh(St(r,a),(b—1)/2,t —1/2) et cela donne ’assertion.
Et on obtient donc (2) pour tout demi-entier positif ¢. On sait que (*) qui est quotient de (2) a un
unique quotient irréductible et que ce quotient est .

On applique cela & t = sy et on voit que 7, est quotient de (*) pour cette valeur de ¢. Mais
on a aussi vu que pour tout (7,a,b) tel que (b —1)/2 > s¢ et pour tout (7,a) € Jord(p,) I'induite
St(r,a)| % x Speh(St(1,a),(b—1)/2,s0+ ) est irréductible. Ainsi l'induite p,| |*® x (%) est isomorphe
a I'induite

><(T,a,b)ET;(b—l)/QZS()Sp6h(St(T7 a)7 (b - 1)/2at + 5{1) X pU| |SO X pelly,m) St(Tg,CLg” |j£ X Ttemp- (6)

Comme précédemment on montre que (6) est un quotient de I'induite (1) réordonnée pour avoir un
unique quotient irréductible, le sous-quotient de Langlands. Ainsi (6) a un unique quotient irréductible
qui est le sous-quotient de Langlands et cela prouve le lemme.

Lemme 2. Les opérateurs d’entrelacements de la section 2 définis sur induite p,||* x 7, sont
holomophes en s = sq ; si leur image est non nulle et semi-simple alors elle est réduite au sous-quotient
de Langlands.

On reprend les notations de la preuve précédente. On reprend en particulier Iinduite (3) pour
t = sg. Puisque ’on normalise tout & la Langlands Shahidi, on peut remplacer p,| |* X, par p,| |*x(3);
ici on utilise bien évidemment le fait que m, est dans le paquet de Langlands. Ensuite pour passer de
pol |? X (3) & linduite (6) ot on met p,||° au lieu de p,||*°, on utilise un opérateur d’entrelacement
normalisé a la Langlands-Shahidi, holomorphe en s = sg. Or comme cette induite est un quotient
de 'induite en position positive, n’importe quel opérateur d’entrelacement normalisé est holomorphe
sur cette induite. Grace aux propriétés de multiplicativité des opérateurs d’entrelacement normalisés,
on obtient ’holomorphie de I’énoncé. La fin du lemme résulte du fait que I'induite (6) a un unique
quotient irréductible qui est le sous-quotient de Langlands.
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3.7 Un théoréeme simple

Ici on suppose que G est un groupe unitaire ; on rappelle que 'on a admis les conjectures d’Arthur
pour les groupes unitaires bien qu’aucun démonstration ne soit disponible. Soit m une représentation
irréductible de carré intégrable de G(A). On suppose que 7 a de la cohomologie a l'infini. On fixe
(po,bo) € Jord(nGL) avec by > 2; la régularité du caractere infinitésimal de 7¢% assure alors que si
bo > 2, (po,bo — 2) ¢ Jord(nGL). On reprend la notation 7&%r0% de 1.3 qui définit un paquet de
représentation de carré intégrable d'un groupe, G~, de méme type que G mais de rang plus petit; G~
est défini en enlevant des espace isotrope a la forme unitaire définissant G.

On a défini en 3.1 la condition locale archimédienne, le 7/, de loc.cite sera ici 7.

Théoréme. Soit m une représentation irréductible de carré intégrable de G(A) comme ci-dessus.
On suppose que 7 a de la cohomologie a I'infini et qu’en toute place finie non scindée v, la composante
locale T, est sphérique. Alors 7 est non cuspidale si et seulement si il existe (pg,by) € Jord(mF) tel
que by > 1 et tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

la condition globale : pour tout (p',b') € Jord(m%") tel que b/ = by — 1, L(po x p'51/2) # 0
la condition locale & I'infini : en toute place v archimédienne, m, est un pg., (bo — 1)/2 quotient.

Si ces conditions sont vérifiées, alors il existe une unique représentation automorphe irréductible de
carré intégrable dans le paquet défini par m@L:ro:bo  notée wPo-Y0 telle que w se réalise dans I’espace des

résidus des séries d’Eisenstein <(s — (bo — 1)/2)E(po] |* x mPorbo, f5)> ; cet espace de résidu
s=(bo—1)/2
est une représentation irréductible.

En ’absence de la formule de multiplicité précise (qui n’apparait pour l'instant dans la littérature
que sous forme de conjectures) on démontre moins : exactement on construit de fagon unique en toute

place v, 2% en imposant simplement que 7, est un quotient de l'induite po,o| [P0 D/2 x B0 et

que 0% st dans le bon paquet d’Arthur. On admet que ®;7r5°’b0 se réalise dans I’espace des formes
automorphes de carré intégrable pour G~ et on démontre alors que l'espace des résidus de séries
d’Eisenstein décrit dans 1’énoncé est lui-méme une représentation automorphe de carré intégrable
irréductible et que cette représentation est isomorphe a w. Pour avoir le théoréeme sous la forme écrite,
il suffirait par exemple de savoir que la multiplicité de m, dans I'espace des formes automorphes de
carré intégrable pour G est inférieure ou égal a la multiplicité de la représentation construite 7°0:%
dans l'espace des formes automorphes de carré intégrable pour G~. Comme on s’attend a pouvoir
démontrer que chacune de ces multiplicités est inférieue ou égal a 1 et que le critere pour que ce
soit 1 se voit sur les signes d’Arthur uniquement aux places archimédiennes, vues les hypotheses tres
simplificatrices faites, (donc est le méme pour 7 et Fpo’bo) on n’a pas essayé ici de contourner le
probléme.

On démontre ce théoreme en méme temps que la proposition

Proposition. Soit 7 comme dans le théoréme; on suppose que 7 est non cuspidale et soit p', s’
tel que 7[p’,s'] défini en 1.2.1 soit non nul. Alors pour tout (p,b) € Jord(nGL) tel que b = 25,
L(p' x p,1/2) # 0. De plus 7[p/, '] est irréductible, a de la cohomologie a I'infini et est sphérique en
toute place finie non scindée.

On montre d’abord le théoréeme, en admettant la proposition par récurrence pour les groupes de

rang strictement plus petit que G, puis on démontrera la proposition.
Supposons d’abord que 7 ne soit pas cuspidale; on a déja montré en 1.3, qu'il existe (pg,bg) €
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Jord(m@L) et une représentation, o, irréductible de carré intégrable d’un groupe de méme type que G
dans le paquet défini par 7¢LP0:b0 telle que 7 se réalise comme sous-représentation de la représentation

résiduelle | (s — (bo — 1)/2)E(po] |* x a)) . On connait aussi les paquets locaux auxquels
s=(bo—1)/2

appartiennent chaque o, ; en particulier en toute place finie scindée o, est isomorphe a 771? L.po.bo (il
n’y a qu'un élément dans le paquet); en toute place v finie non scindée, on a supposé que 7, est
sphérique et o, est alors aussi 'unique représentation sphérique de son paquet. En toute place v
archimédienne, o, a de la cohomologie et nécessairement 7, est un quotient de pg , | \(bofl)/ 2 X 0, ; on
peut alors appliquer le lemme 2 de 3.1 qui identifie o, et donne son unicité. Ainsi o est bien uniquement
déterminé. On a démontré que les opérateurs d’entrelacement normalisés sont holomorphes : cela a
été fait en 3.3 pour les places archimédiennes et en 3.4 pour les places scindées. Aux places sphériques
les opérateurs d’entrelacement normalisés sont ’identité sur le vecteur sphérique mais on sait méme
qu’ils sont holomorphes puisqu’une représentation sphérique est dans le paquet de Langlands associé
au paquet d’Arthur et on peut donc utiliser 3.6 ; en fait pour le résultat que ’on cherche, on n’a pas
besoin de savoir que les opérateurs n’ont pas de poles sur toute I'induite, il suffit de le savoir sur le
sous-quotient sphérique car on veut que les résidus contiennent ce sous-quotient sphérique. Donc les
séries d’Eisenstein ne peuvent avoir des poles que si 'un des facteurs globaux au moins a un pole.

Il faut donc calculer ces facteurs globaux de normalisation; on considere d’abord 1’élément du
groupe de Weyl donnant le morphisme :

pol " x & = pol | x .

Récrivons ce facteur en s = s' + (bg — 1)/2 et on regarde en s’ =0 :

L(po,rg,2s + by — 1) " L(po x p' 8" +(bo —1)/2 — (V) —1)/2)
/N GL .
L(po, v, 28’ +bo)  WPISTrdo0) Lpg x o s + (b — 1)/2+ (V' +1)/2)

Les dénominateurs n’ont ni zéro ni pole et n’interviennent donc pas. Pour les numérateurs, le facteur
contenant rg n’a de pole en s’ = 0 que si by = 2 et il en a un nécessairement dans ce cas. Les autres
facteurs donnent un pole en s’ = 0 exactement quand p’ ~ pg et by = b’ + 2 et ce pole est alors d’ordre
1. Comme Jord(nGl) se déduit de Jord(c®") en remplacant le couple (pg, by — 2) qui doit étre un
élément de Jord(o) par (po,bp), on voit que les numérateurs fournissent exactement un pole d’ordre
1 pour (p/, V') = (po, bop — 2). On peut avoir des zéros, mais seulement & l'intérieur de la bande critique
grace & [37]; pour nous cela ne peut étre qu’en 1/2 et on a un zéro s'il existe (p/, ') € Jord(c®T) tel
que b =bg — 1 et L(pg x p'>1/2) = 0. Mais alors (o', ') est aussi dans Jord(7“*). Donc pour que le
facteur global écrit ait un poéle il faut exactement que la condition globale soit réalisée.

Regardons maintenant les facteurs associées aux autres opérateurs d’entrelacement. On doit consi-
dérer les termes constants de o ; comme ¢ vérifie les mémes hyptoheses que 7 on peut lui appliquer la
proposition par récurrence. Donc on doit regarder les opérateurs qui se factorisent d’abord par :

pol I° X pl | =% x alp, '] — p| | = x pol |* x o0, 8]

puis par un opérateur d’entrelacement relatif & l'induite pg||® x o[p/, s']. Le premier opérateur est
holomorphe pour tout s voisin de (by — 1)/2 puisque I'on ne peut avoir p’ ~ p et s = 1/2 si by = 2.
Pour avoir un pole il faut que 'autre opérateur en ait un. On peut appliquer maintenant le théoreme
par récurrence; d’une part, il faut que si by > 2, (po,bo — 2) € Jord(co[p,s']%F) et d’autre part
on a comme condition nécessaire, la condition globale, pour tout (p/,') € Jord(c[p',s'|Y) tel que
bV = by—1, L(po x p'51/2) # 0. Soit (p,b) € Jord(r%") tel que b = by — 1. Considérons le cas
ou p = p'; alors nécessairement (b — 1)/2 = s’ (c’est la régularité que l'on utilise ici), alors comme
s’ > 1/2, nécessairement b > 2 et by > 2. Donc (pg, by — 2) € Jord(c[p',s']) et par la proposition,
comme b’ — 1 = by — 2, L(p' X pg,1/2) # 0. Par Péquation fonctionnelle, on a bien L(pg x p’,1/2) # 0.
Supposons maintenant que p # p’; ici on a (p, b) € Jord(o[p', s'|%%) et on a encore L(pg x p,1/2) # 0.
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On a donc démontré que les 2 conditions du théoreme sont nécessaires pour que 7 ne soit pas
cuspidale.
Réciproquement supposons que ces 2 conditions soient satisfaites; on construit les composantes

. . . ’ GL,po,b
locales de o en inversant les arguments ci-dessus; aux places scindées, o, = 7, 7> ; aux places

sphériques, o, est I'unique représentation sphérique du paquet défini par 7r§ Lipobo ot aux places ar-
chimédiennes o, est donné par le lemme 2 de 3.1. Ici il faut vérifier que o qui est construite via ses
composantes locales est bien de carré intégrable. On I’admet ici et on fixe une réalisation.

Une fois que l'on a cela, on construit les séries d’Eisenstein; il faut vérifier qu’elles ont un pole
d’ordre 1 exactement en sy = (bp—1)/2. Le facteur de normalisation a bien un pole gréace a la condition
globale pour certains opérateur d’entrelacement dont celui que 'on décrit en (1) ci-dessous. On sait
que les opérateurs d’entrelacements normalisés sont holomorphes et au moins 'un d’entre eux est

d’image non nulle : on considere 'opérateur
pol | x = pol |7 x . (1)

Aux places sphériques, I'opérateur d’entrelacement est I'identité sur le vecteur sphérique. Pour v une
place scindée ou pour v une place archimédienne, on a montré que son image est précisément m,. On
a donc montré que ’ensemble des résidus écrits dans I’énoncé contient la représentation m,.

Il reste encore & démontrer que ’espace décrit dans I’énoncé est irréductible ; en toute place, on a
vérifier que po | |(b°_1)/ 2 x 0, a un unique quotient irréductible. Ainsi la représentation automorphe
globale, pg| |* X 7 a un unique quotient irréductible. Or I'espace de I’énoncé est nécessairement semi-
simple car inclus dans ’ensemble des formes automorphes de carré intégrable et donc somme directe
de quotients irréductibles de I’induite écrite ; on en déduit 'irréductibilité.

Il faut maintenant montrer la proposition; soit donc p', s’ tel que 7[p’, '] soit non nul. Comme
w[p’, '] # 0, on sait que 7 n’est pas cuspidale. On réalise m comme ci-dessus dans 'espace des résidus
a partir des séries d’Eisenstein

(65 0Bl x0.9))

S=50

ou (po,so = (bp — 1)/2,0 sont comme ci-dessus. Les termes constants de 7 sont parmi les termes

constants de ces résidus de séries d’Eisenstein. On sait parfaitement calculer les termes constants des
séries d’Eisenstein et donc 2 cas sont possible :

soit p' = po et s = (bg —1)/2 et w[p/,s'] =0,

soit (p',s") # (po, s0), olp, '] # 0 et w[p', s'] se réalise dans

(65 - Bl b s19)) )

s=80

Dans le premier cas, la proposition résulte directement du théoreme. Dans le 2e cas, on applique
le théoreme a (2) : il faut vérifier que o[p/, s'| a de la cohomologie & I'infini mais on sait dans quel
paquet se trouve o[p/, '] d’apres 1.2.1 remarque 2. 11 s’agit donc de vérifier que la représentation du
groupe linéaire a de la cohomologie mais cela est trés facile puisque 'on connait la représentation
explicitement. Il est clair que o[p’, 8] est sphérique aux places non décomposées puisque cela est vrai
pour o. On n’a pas besoin de savoir si o[y, '] est irréductible ou non puisque l'on sait que cette
représentation est de carré intégrable et donc semi-simple. La condition de la proposition est alors que
pour tout (p,b) € Jord(n[p', s'|9F) vérifiant b = 2s', L(p' x g, 1/2) # 0. Or soit (p, b) € Jord(a[p, s']%F)
auquel cas la condition vient de la proposition pour o, soit (p,b) = (po, bo). Dans ce dernier cas, on
sait que 28’ —1 > by — 1 > 1 et donc que (p/,2¢' — 1) € Jord(o[p/, s']) ; comme les séries d’Eisenstein
pour l'induite pf§ x o[p, s'] doivent avoir un pole en s = (by — 1)/2, la condition globale du théoreme
appliquée & (p’,2s’ — 1) donne la condition L(pg x p'1/2) # 0; c’est la condition voulue apres avoir
appliqué I’équation fonctionnelle. Cela termine la preuve.
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3.8 Une variante du théoréme simple pour les groupes unitaires

On reprend les hypotheses de 3.7.

Théoreme. On suppose que 7 a de la cohomologie a I'infini et qu’en toute place finie v non scindée
la représentation m, est dans le paquet de Langlands défini par ﬂf L (cf. ci-dessus) Alors la condition
globale et la condition locale de 3.7 sont suffisantes pour que w ne soit pas cuspidale.

On fixe (po, by) € Jord(nGL) satisfaisant & la condition globale et & la condition locale & I'infini. On
peut encore construire o de tel sorte que 7 se réalise dans 1’espace des résidus associé a py| ](60*1)/ ’xo0.
Aux places archimédiennes, la composante locale o, est définie comme en loc. cite grace a la condition
locale. Aux places scindées, il n’y a pas de difficulté non plus. Soit donc v une place finie non scindée.
Dans 3.6, on a remarqué que 'on peut écrire m, comme quotient irréductible de pg,| \(bo_l)/ 2 % oy
avec o, dans le bon paquet de Langlands et avec essentiellement les mémes parametres de Langlands
que m,. Il faut maintenant s’assurer que la représentation o est de carré intégrable (c’est toujours le
cas particulier des conjectures d’Arthur). Ensuite la preuve que 7 est la représentation de G' dans
I’ensemble des résidus

(5= o= /2Bl x )
s=(bo—1)/2

est comme en 3.7. Cela termine la preuve.

Ici on ne démontre pas que les conditions sont nécessaires car on n’a pas démontré que pour v
une place finie non scindée, o, est uniquement déterminé avec uniquement les 2 propriétés suivantes :
o, est dans le paquet d’Arthur déterminé par 7TUG Loposbo ot £0.v] |(b0_1)/ 2 x 0, a m, comme quotient
irréductible. Donc on n’a pas ’holomorphie des opérateurs d’entrelacement normalisé si o, satisfait

ces 2 conditions mais n’est pas dans le paquet de Langlands inclus dans le paquet d’Arthur.

4 La conjecture précise

On reprend les hypotheses générales sur G puisque 'on n’en est qu’au stade de conjectures. Soit
7 une représentation de carré intégrable de GG ; ici on continue de supposer que 7 a de la cohomologie
a l'infini. On veut écrire des conditions nécessaires et suffisantes pour que 7 ne soit pas cuspidale et
réaliser alors m dans un ensemble de résidus de séries d’Eisenstein. On a vu que nécessairement il existe
un (po, by) et une représentation o d’un groupe de méme type que G mais de rang plus petit tels que
o soit de carré intégrable et tel que les séries d’Eisenstein construites a partir de I'induite automorphe
0ol |(b0_1)/ 2 x ¢ aient un pole d’ordre 1 exactement et 7 est une sous-représentation de l’espace des
résidus associés.

On a déja dit que l'on s’attend a ce que les poles des séries d’Eisenstein ne viennent que des
facteurs globaux de normalisation ; donc c’est une vieille conjecture que la condition globale que 1'on
récrit ci-dessous soit nécessaire :

condition globale : il existe (pg,by) € Jord(r“L) avec by > 2 et pour tout (p,b) € Jord(r<)
tel que b="bg— 1, L(po x p,1/2) # 0.

Quand on fixe (pg, bg) ol pg est une représentation cuspidale unitaire d’un groupe GL(dy, Ag/), on
définit une représentation de GL(n* — 2dy, Ay/) par :

T = X byeTord(m L), (pb)2(po,bo) SPER(p; ) X Speh(po, bo — 2), (1)

ou le dernier facteur n’apparait pas si by = 2. En toute place v, on a donc comme condition nécessaire
le fait qu'il existe une représentation o, dans le paquet d’Arthur associé & @ telle que 7, soit
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un quotient de po,| |(bo=1)/2 % 5,. Si G est un groupe unitaire, si v est archimédienne et si 7/, a de
la cohomologie, cela détermine uniquement o, et cette condition locale est exactement celle qui est
intervenue dans les théoremes 3.7, 3.8. Elle est donc nécessaire dans une bien plus grande généralité
que dans les énoncés des théoremes. Et on peut 1’écrire pour toute place v :

condition locale : pour toute place v, la représentation m, est un pg, (bo — 1)/2 quotient, c’est-
a-dire qu’il existe une représentation o, dans le paquet local défini par (1) tel que m, soit un quotient
de poo| [P0~ D/2 x g,

Il me semble que la condition globale et les conditions locales en toute place v sont des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’il existe o une représentation de carré intégrable tel que 7 se réalise
dans Despace des résidus associés & induite automorphe po| |®0=1/2 x .

Toutefois, une conjecture comme cela n’est guere intéressante, il faut arriver a traduire la condition
locale en terme de parametres comme cela a été fait aux places archimédiennes pour les représentations
ayant de la cohomologie (G groupe unitaire).

4.1 Paramétrisation locale aux places finies

Soit v une place finie, non scindée si G est un groupe unitaire et soit F' la complétion de k. Un
paquet d’Arthur c’est d’abord une représentation de Wr x SL(2,C) x SL(2,C) que 'on décompose
en représentations irréductibles. Avec 'hypothese simplificatrice que la conjecture de Ramanujan est
vraie, la décomposition en représentations irréductibles donne un ensemble, avec multiplicité, de triplet
(7,a,b); un triplet (7, a, b) paramétrise une sous-représentation irréductible de la représentation donnée
qui est le produit tensoriel d’une représentation irréductible unitaire 7 de Wr et des représentations
irréductibles de dimension a et b respectivement des 2 facteurs SL(2,C). On utilise volontairement la
notation 7 puisque ’on identifie librement une représentation irréductible de Wr et une représentation
cuspidale irréductible d’un groupe linéaire convenable en utilisant la correspondance de Langlands
démontrée par Harris-Taylor et Henniart. On note 7 cet ensemble de triplets. On note 7y, le sous-
ensemble de 7 responsable du fait que le paquet d’Arthur n’est pas réduit & un élément. Précisément
c’est 'ensemble des triplets (7, a, b) tel que la représentation de Wp x SL(2,C) x SL(2,C) associée a
un tel triplet est & valeurs dans un groupe de méme type que “G.

On distingue les représentations a 'intérieur du paquet d’Arthur a ’aide d’un couple d’applications,
n,t définies sur 7y, telles que 7 soit un signe et ¢ est & valeurs dans les entiers avec t(7,a,b) €
[0, [inf(a,b)/2]]. On retrouve le caractere, e, du centralisateur qui intervient dans les conjectures
d’Arthur, d’abord en interprétant e comme une application de 7, & valeurs dans {£1} et en posant

6(7’, a, b) _ 77(7_7 a, b)inf(a,b)(_1)[inf(a,b)/2]+t(7,a,b)'

Ici [.] est la partie entiére. Il y a un probleme de normalisation que nous avons discuté dans [30]
et sur lequel on reviendra ailleurs. Nos choix ne sont sans doute pas les bons pour les applications
globales. Dans [26], [27], on a associé a un tel couple d’applications soit la représentation 0 soit une
représentation irréductible dans le paquet d’Arthur et on a montré que I'on avait bien ainsi obtenu
toutes les représentations du paquet.

On peut essayer de comprendre cette paramétrisation en la mettant en parallele avec la pa-
ramétrisation des représentations ayant de la cohomologie. Revenons donc au cas des places ar-
chimédiennes, en supposant que G est un groupe unitaire. La situation est plus jolie quand on regarde
simultanément tous les groupes U (p, q) avec uniquement p+ g fixé. Un paquet de représentations ayant
de la cohomologie est donc donné par une partition (nj;j € [1,k]) de p + ¢ et un caractére unitaire
du groupe X je(1 yGL(nj, C) que 'on écrit ®;¢(1 ppt;- Les représentations & l'intérieur du paquet sont
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paramétrisés par l'ensemble des couples (pj,q;);in; = pj + ¢;57 € [1,k]; il faut voir 'application ¢
paramétrisant la représentation défini par les couples (pj,q;);j € [1, k] comme I'application qui vaut
sur (pj,nj) pour j € [1,k], t; :=1inf(p;,q;) et n vaut par exemple + si p; > ¢; et — sinon. Comme on
le voit, il n’y a pas de canonicité dans un tel choix mais cela donne une paramétrisation et le caractere
d’Arthur se calcule a partir de t,7. La ressemblance entre les places archimédiennes et les places finies
n’est quand méme que tres vague.

Revenons a v une place finie.

Pour décrire une représentation o dans le paquet défini par (1) telle que 7, soit un quotient de
P0.v| |(b0_1)/ 2 x 0, on va décrire les parametres de o, en fonction de ceux de m,, quand c’est possible.
On conjecturera que quand cette description n’est pas possible o, n’existe pas avec ces 2 propriétés.

On commence par décrire les triplets qui définissent le paquet d’Arthur a la place v défini par
(1); pour cela, il faut décrire pp, comme une induite (que I'on a supposé tempérée) de la forme
X (r,a)St(T,a). On note Jord(po.) 'ensemble des couples intervenant dans cette induite, 'ensemble a
de la multiplicité ; Papplication qui a (7, a) € Jord(po,») associe (T, a, by) est une injection de Jord(po )
dans T qui n’est pas bien définie puisque 7 et Jord(po,,) ont de la multiplicité. Pour faire la construc-
tion plus précisément considérons les ensembles Jord(pg,)*"™ et T°™ les ensembles précédents mais
sans multiplicité ; 'injection est alors bien défini et pour tout (7,a) € Jord(po)*™ la multiplicité de
(1,a,bp) dans T est supérieure ou égale a la multiplicité de (7,a) dans Jord(pp,). On définit alors
Trow:b T'ensemble des triplets (7, a,b) tels que

soit b # by et by — 2 et la multiplicité de (7, a,b) € TPow% est celle de (7,a,b) € T

soit b = by et la multiplicité de (7, a,b) € TPo%0 est celle de (7,a,b) € T moins celle de (7, a) dans
Jord(pov)

soit b = by — 2 et la multiplicité de (7,a,b) € TPt est celle de (7,a,b) € T plus celle de (7, a)
dans Jord(po ).

Cet ensemble de triplets est celui qui correspond a (1) ci-dessus. On définit naturellement l'intersection
T N Trowbo comme 'ensemble des triplets (7,a,b) qui interviennent dans les 2 ensembles avec multi-
plicité au moins 1. On regarde I’ensemble des applications #0220 et nPo.v:bo sur 7ro:b0 qui coincident
avec les applications t,7 sur l'intersection 7 N 770w et qui pour tout (,a) € Jord(pg,) vérifient
des conditions malheureusement un peu compliquées : on suppose d’abord que by = 2; ici le couple
nPo-esbo po.wbo niest défini que si t(7,a,2) = 1 et n(7,a,2) = + pour tout (7,a) € Jord(py,) et on a
alors nPowbo = g et tP00:00 =t sur T N TPow:bo,

On suppose maintenant que by > 2. On compléte alors la définition de nPo»:o et tP0.v%0 en deman-
dant que soit vérifiées les égalités et inégalités suivantes (e”0+% est défini pour o comme € I'est pour
Ty ), pour tout (7,a,by) € T :

EPO,UvbO (Ty a7 bo - 2) = 6(77 a’ bo); (*>
0?0t (r,a, by — 2)(—1) M 072 = (7, a,by) (—1) ()
£P0.0:00 (tya,bp —2) — t(r,a,bp) € {—1,0}.

Ces conditions se simplifient quand a # by — 1; on obtient si a < by — 1, 772 (7, a, by —2) = (T, a, by)
et tPo0 b0 (1, a,bg — 2) = t(1,a,bg). Si a > by — 1, on a encore I'égalité nPov% (1, a, by — 2) = (7, a, by)
mais ici tP0% (7, a,by — 2) = t(7,a,by) — 1.

Les difficultés n’apparaissent donc que si a = by — 1. Dans ce cas, on a 0w (71 a,by — 2) =
—n(T,a,by) et tPobo(r a by) = t(r,a,by) exactement quand 7(r,a,bg) = +. Si a est pair et si
t(r,a,bg) = a/2, le signe n(7,a,by) est nécessairement fixé par convention et je I'ai fixé comme valant
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+; ici il faut le fixer comme valant — pour que les formules soient correctes dans le cas ou je sais les
démontrer.

On voit donc que ces formules définissent uniquement 779-v% (7, a, by —2) et tP0»% (7, a, by —2) sauf
exactement si ¢(7, a, by) = 0 alors que soit a > by—1 soit a = by—1 et n(7, a,by) = —. Donc l'obstruction
A construire nPov:% et tP0w:P0 vient du fait que les formules ci-dessus doivent étre compatibles avec la
propriété requise que 1P coincide avec n sur 7 N T P02 et la méme propriété pour tP0-»0 et ¢. En
particulier :

Remarque 1. II n’existe pas de couple tP0-»:%0 nPow:bo satisfaisant a la recette ci-dessus, s’il existe
(1,a) € Jord(poy) avec (1,a,by —2) € T et €(7,a,by) # €(1,a,by — 2).

Cela résulte de (*) et cela donne une condition nécessaire sur les parametres d’Arthur. Comme on
le voit, cette condition est nécessaire pour 'existence de nPo-»:%0, 0% mais n’est pas suffisante.

Remarque 2. Si 2 couples d’applications t,n, t',n/ donnent le méme couple tPo-»:b0 prow:bo alorg
ces couples coincident.

En effet on peut calculer ¢,n & partir de P02 yPow:b en renversant les formules mais il faut
remarquer que tous les couples relatifs au paquet de (1) ne sont pas obtenus. Il y a une obstruction
quand il existe (7, a) € Jord(po,) tel que la multiplicité de (7, a) € Jord(po,) est strictement inférieure
a la multiplicité de (7, a,bp) dans 7.

4.2 La conjecture locale

GL . on fixe aussi po, by tel que

GL

On fixe une place v finie et on considere le paquet local défini par

(po, bo) € Jord(m&F). On a donc aussi le paquet 7§ EPob Soit r, dans le paquet de m,;"", on lui associe

le couple d’application ¢, , 7y, ; soit aussi o, une représentation dans le paquet défini par GL’p 0,00 . ;on

PO GL )
lui associe 74, , ts,. On définit C a;ametms(w ) comme ’ensemble des couples m,, 0, comme m—dessus
p0,v;b0

et tel que Ny = Ny, et thy wbo t,, avec les notations de la section précédente. On a montré

que ng;ametms (WGL) est un graphe dont les projections ne sont pas nécessairement surjectives sur le
L7P07b0

paquet défini par 7r L pour la premiere projection et sur le paquet défini par 775 pour la deuxieme

b ,b . . ..
RO-020 ot ¢£9%0 gont définis la représentation o, associée

(m5").

projection. Une difficulté est que méme si 7y,
peut étre nulle. Dans ce cas, évidemment ,,0 n’est pas un couple de CPo-bo

On deﬁmt aussi CP00 (7&) comme I’ensemble des couples (7, o) tel que 7, soit dans le paquet

quotient
défini par 7r L et o, soit dans le paquet défini par WGL’p 090 ot tel que m, soit un quotient de I'induite

P0.v| | (bo-1)/2 X oy. 1l serait agréable d’avoir la conjecture ci-dessous mais elle n’est pas indispensable.

. p0,bo GL p0,bo GL
ConJGCture Cparametres (ﬂ- ) Cquotzent (7‘(‘ )

Soit maintenant v une place archimédienne et supposons que le paquet défini par 7TGL ait de la
cohomologie. Si G est un groupe unitaire, on a déja défini explicitement la condition étre un pg, bg

quotient. On donne la définition évidente dans le cas général : on définit ngﬁ‘;em(ﬂGL) exactement
comme on ’a fait dans le cas d’une place finie. On définit aussi ng;?metres (79F) comme I’ensemble des

couples (,,0,) ot 7, est le sous-quotient de Langlands de I'induite po| |(®0~1/2 x 7, (c’est-a-dire la
sous-représentation de cette induite qui contient un K-type minimal ; on espére qu’il y a bien unicité).
On a alors la méme conjecture locale qui elle doit étre facilement décidable.
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4.3 Conjecture sur les opérateurs d’entrelacement

La normalisation étant d’origine globale, il faut partir d’une représentation automorphe de carré
intégrable m pour G & laquelle on a associé (via les travaux d’Arthur) 7¢% et Jord(r%). Soit (po, bo) €
J OT'd(ﬂ'GL ) ; on définit 7GLopobo comme en 1.3. Soit v une place de k et soit o, une représentation dans

PP L.po,b s . y
le paquet défini par m? #0:% " On considere I'opérateur d’entrelacement normalisé

Nv(S,O'»U) — pO,v| |8 X Oy — pO,v| |_8 X Oy
Conjecture d’holomorphie pour les opérateurs d’entrelacement normalisés.

Ny (s, 0y) est holomorphe pour tout s € Rxo.

Dans tout ce qui suit, on admet cette conjecture pour que les constructions aient un sens.

L’opérateur est N,(s,o0,) est donc défini en s = (by — 1)/2 et on le note N,((bp — 1)/2,0y).

p0,bo (WGL

Cet opérateur peut étre identiquement nul. On pose C0-"°  (7y") := {(7v,00)} tels que m, —

ImN((bgp —1)/2,0,), T, est dans le paquet associé a 7rvGL et o, est dans le paquet associé a m?L’po’bo
; P0,bo GL : p0,bo GL
Il est clair que CJ3 %) coment (o) est inclus dans Clo78 . (737)

Conjecture de non nullité pour les opérateurs d’entrelacement normalisés.

) P0,bo GL : ) po,bo GL A :
(1) Cloniretacement (M) contient 'ensemble Cpor 0 iicarion (T ) €t ces 2 ensembles ont méme image
sous la premiére projection.

(ii) les ensembles cPosbo (&) et crobo (xS

entrelacement \To quotient Ty ) ont méme premiére projection.

On a besoin du (i) de cette conjecture pour controler les signes d’Arthur; avec cette conjecture
). . s £0,b0 GL
pour tout m, dans l'image de la premiere projection de C/2.°, . (my"), on pourra trouver o,

dans le paquet associé a mP0b0 (1GL) satisfaisant & 4.1 (*). Le (ii) est uniquement 14 pour donner une
po,bo ( G )

interprétation plus jolie de I'image sous la premiere projection de C2>2°0 (7,

4.4 Conjecture

Conjecture globale. Soit m une représentation automorphe irréductible de carré intégrable ayant
de la cohomologie a I'infini. Alors w n’est pas cuspidale si et seulement si

il existe (pg,bo) € Jord(n%) tel que pour tout (p',b') € Jord(wF) tel que b’ = by — 1, L(po x
p1/2) #0

en toute place v archimédienne, m, est un pg ., (bo —1)/2 quotient, c’est a dire que m, est construite
avec un couple L, \ avec L suffisamment non compact (le suffisamment dépendant de pg )

en toute place v fini non scindée, la représentation m, est dans I'image de la premiére projection
de ng’olgem(wa) dans le paquet défini par T

Comme on ne connait pas pour le moment la formule de multiplicité exacte dans 1’ensemble
des formes automorphes de carré intégrable pour G, il vaut mieux se contenter de caractériser les
représentations 7 qui sont isomorphes a une représentation de carré intégrable non cuspidale.

Le but de la fin de ’article est de montrer que cette conjecture globale, avec la modification
ci-dessus, résulte des conjectures sur les opérateurs d’entrelacement normalisés décrites en 4.3.

Remarque 1. Soit m une représentation automorphe de carré intégrable pour G ayant de la
cohomologie a I'infini.

41



(i) La conjecture globale résulte des conjectures d’holomorphie et de non nullité pour les opérateurs
d’entrelacement normalisés écrites en 4.3. En particulier si w satisfait aux conditions locales et globales
de la conjecture pour un choix de (po,bo) € Jord(r“), alors il existe une forme automorphe de carré
intégrable, o dans le paquet associé & wCL:robo tel que m soit isomorphe & un sous-module de la
représentation résiduelle

Res(pn.s0.) = (s = s0)Blonl [ 5 2:6))

s=S0

ou ici so = (bg — 1)/2.

(ii) Les conjectures d’holomorphie et de non nullité sur les entrelacement normalisés entrainent
que s’il existe p', s’ tel que w[p’,s'] # 0 en 1.2.1 alors pour tout (p,b) € Jord(n%) tel que b= by — 1,
L(J % 5.1/2) 0.

(iii) Si ng;lg’metres(wGL) = ngiioelacement( GLy — ngi%ent(WUGL), alors la représentation résiduelle
de (i) est irréductible ou nulle.

Pour la nécessité des conditions, la démonstration est exactement celle de 3.7 : on démontre (i) en
admettant (ii) pour les groupes de rang plus petit, puis on démontrera (ii) en connaissant (i). On sait
a priori que 7 se réalise dans un espace de résidu comme en 1.3. La série d’Eisenstein écrite doit avoir
un pole d’ordre 1; ce pole ne peut venir que des fonctions L a cause de la conjecture d’holomorphie
des opérateurs d’entrelacement normalisé. Ce pole ne doit pas étre annulé par un zéro de fonction L.
On ne refait pas la démonstration, mais c’est ce qui donne la nécessité de la condition globale cf. 3.7.

Comme 7, est nécessairement un quotient irréductible de pg| |°©=1)/2x o ot1 o est une représentation
de carré intégrable dans le paquet associé a wGLro-bo (cf 1.3), la représentation 7, est dans I'image
de la premiere projection de Cé’gﬁ‘;em( L) dans le paquet défini par 7t
locale. On remarque qu’ici on n’a pas demontre que 7, est dans 'image de la premiere projection de
Cepgﬁ(;l acem ent( G cest une des difficultés qui se cache dans la conjecture de non nullité. Si 'on ne
réussit pas a demontrer le (ii) de la conjecture de non nullité, il faudra revenir sur ce point.

Réciproquement supposons que 7 vérifie les conditions globale et locale de la conjecture et montrons
que 7 n’est pas cuspidale. Pour toute place v, on fixe une représentation notée ici o, tel que (m,, 0y)
soit dans ngil;()el acem em(ﬂGL). il faut montrer que o est alors de carré intégrable, on avait éludé le
probleme en loc.cite et on revient donc sur ce probleme. Il est amusant de remarquer que la condition
globale assure que le caracteére signe défini globalement via I’ordre des zeros de certaines fonctions L
est ”le méme” pour 7 et pour o, cf. ci-dessous; la condition d’Arthur est que ce caractere globale
coincide avec le produit des caracteres locaux (associés a chaque 7, ou chaque o, du moins quand on
restreint ce caractere produit a un bon groupe. Explicitement, on définit une application €;cr 4 de

Jord(m&") dans £1 en posant pour tout (p,b) € Jord(rwF)

excr a(p,b) = 11 e(p x pf,1/2)nS0F) (1)
(p' b EJord(mCL)b2Y [2]

ce qui est la condition

C’est le caractere qui intervient quand on rend eulérien 'opérateur d’entrelacement qui donne la trace
tordue globale dans la formule des traces pour GL tordu par 6. On définit aussi une autre application
Erloc de Jord(m®L) dans £1; on a besoin de la notation €(7, a,b) de 4.1 qui devient €r (T, a,b) pour
marquer la dépendance en 7 et en v. Ce signe est aussi défini aux places archimédiennes, il reflete la
forme réelle du groupe L, cf. [2] et [3]. On pose alors

€r,loc P; H H €rw (7—7 a, b)b7 (2)

v (1,a)eJord(py)

ot les (7,a) sont comptés avec multiplicité. La condition d’Arthur est que €xGL 4 coincide avec € joc ;
ce n’est pas écrit comme cela dans la littérature mais cela se déduit de [5] 30.16 via les conjectures
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standard, pour ma part, j’ai refait le calcul en utilisant la formule des traces pour les groupes linéaires
et les conjectures standard de stabilisation. Ayant cette condition pour 7 il faut son analogue pour o.

On a vérifié en 4.1 (*) que €x10c(p0,b0) = €510c(p0,bo — 2) pour (po,bp) comme ci-dessus et
€xloc(P,b) = €oioc(p,b) presque par définition si (p,b) # (po,bo); aux places archimédiennes, des
égalités de méme nature viennent du fait qu’en changeant de représentation cohomologique on ne
change pas la forme de L; on ne fait qu’enlever des plans hyperboliques. C’est par définition cette
égalité que l'on a mis dans la définition de C*2; (nGL

entrelacement \ "' v

On fixe (p,b) € Jord(7%F) avec (p,b) # (po,bo) ; on veut démontrer que 'on a :

Eﬂ'GL,.A(IO7 b)ewGLvPOvbO,A(pa b) =1.

Cette égalité est claire par définition si b = by[2] ou si b < bg — 2 ou si b > bg. Il reste donc a voir le
cas ou b = by — 1; par définition, on a

eﬂGL,A(IO’ b)eerL’PO»bO,_A(pa b) = €(p x po,1/2).
Mais €(p X po,1/2) = +1 puisque la fonction L(p x pp,1/2) # 0 par hypotheése. On a donc 1’égalité
annoncée. On calcule encore € cr_4(p0,b0)€,cL.00.00 _4(P0sb0—2); OU €;GL.00.004(P0, b0 —2) = 181 by = 2.
Quand on a éliminé les termes évidemment communs aux 2 produits, il reste

H G(po X p/7 1/2)7

(p',b)EJord(mGL);b =by—1

ceci vaut encore 1 grace a la condition globale.

On a ainsi montré que o est une représentation de carré intégrable. On calcule alors la représentation
résiduelle de I’énoncé avec 7’ := o. On note pour simplifier Res(pg, 0, so) cette représentation avec
so = (bp — 1)/2. On calcule ses termes constants et en particulier Res(po, o, so)[po, S0, avec les no-
tations de 1.2.1. Ce terme constant se calcule en prenant 'image de pgo||*® x o par le résidu de
Popérateur d’entrelacement c’est-a-dire par ®,N,(sp,0y,) ot Ny(sg,0y) est celui défini ci-dessus. Or
la représentation ®/ m, est dans I'image de cet opérateur d’entrelacement par la construction de o,
en tout v et la représentation résiduelle qui est nécessairement semi-simple car de carré intégrable
contient une représentation isomorphe a ®}m, ~ 7. Cela termine la preuve de (i).

La preuve de (ii) a déja été donnée en 3.7.

Prouvons (iii) : on reprend la notation Res(pog, o, sp) donnée ci-dessus. Si cette représentation est
non nulle, elle est semi-simple et tous ses sous-quotients irréductibles sont des quotients de pg||*° X o ;
soit 7’ un tel sous-quotient. En toute place v, (7, 0y) est donc un élément de €% (7CL). Ainsi

quotient
/ ] P0,bo GL / . 7 .z . .
(m,,0,) est aussi dans Cpammetres(% ) et m, est uniquement déterminé par o, puisque ce dernier

ensemble est un graphe. Cela prouve l'irréductibilité annoncée.

Remarque 2. La conjecture d’holomorphie pour les opérateurs d’entrelacement normalisés se
rameéne par récurrence a la méme assertion pour I’'unique opérateur

pol > x ™ — pol |7% x m.

Cela résulte des définitions de 2.3.
Remarque 3. Fixons m,pg, by satisfaisant aux conditions locales et globale de ce paragraphe

et admettons les conjectures de 4.3. Ainsi m =~ Res,_(yy—1)/2E(po||* X 0,5) pour o convenable tel

qu’en toute place v, (my,0,) € ng;g%lacement(ﬂfL). Alors le terme constant Resg—,—1)/2E(pol |* X
a,5)[po, (bo — 1)/2] # 0. On a déja vu dans la derniére partie de la preuve de la proposition 1 de 1.2.3

que ce terme constant se calcule comme résidu de 'opérateur d’entrelacement standard
s —s .
pol|> x o — pol | 7% x o3

Or ce résidu est exactement I'image de @] N, (s) ott Ny (s, 0,) est I'opérateur d’entrelacement normalisé
défini en 2 et 4.3. Cela fait partie de la définition de ng;ﬁoel weement(TSE) que I'image de cet opérateur
contient 7, et n’est donc pas nulle.
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4.5 Commentaires

GL et supposons quil existe (pg,bg) € Jord(n%t) avec by > 1 et

GL.posbo et on considere

Fixons ici la représentation 7
supposons aussi que la condition globale de 4.4 soit satisfaite. On construit =
o une forme automorphe de carré intégrable dans ce paquet. On regarde alors les séries d’Eisenstein
E(po| |°x 0o, fs) formés avec les sections de I'induite pg| |*xo. En s = sg := (bp—1)/2 les facteurs globaux
ont un poéle. Mais la conjecture prédit que ces séries d’Eisenstein sont holomorphes en s = sq s’il existe
une place v telle que I'induite po,| |(bo=1)/2 » &, wait pas de quotient irréductible dans le paquet
défini par WEL . L’explication, conjecturale, est qu’en cette place v, les opérateurs d’entrelacements
pourlesquels les facteurs globaux ont un poéle, une fois normalisés sont identiquement nuls; ou encore
le facteur de normalisation en cette place introduit un zéro. Pour construire un tel exemple, on peut
par exemple considérer 2 caractéres quadratiques de 'anneau des adeles de k, y; pour i € [1,2] et on
pose x3 = x1X2. On considére la représentation 767 = y; x y2 o detqr(s) X x3 © detgr(s) du groupe
GL(11,A); ici G = Sp(10,k). On prend py = x2; on suppose qu’en une place finie v, x;, est le
caractere trivial pour tout ¢ € [1,3]. Donc le paquet 2059 contient une représentation cuspidale
qui peut apparaitre comme composante en la place v d’une représentation o de carré intégrable,
nécessairement cuspidale, pour Sp(8, k) dans le paquet défini par 7G5 s on admet Pexistence d’un
tel o, ceci est conjecturé par Arthur et c’est un cas qui est en principe accessible par les séries theta
(mais je n’ai pas de référence et je n’ai pas fait les démonstrations). Les séries d’Eisenstein construites
avec I'induite automorphe x| |* X o ont, en s = 2, un pdle d’ordre 1 qui vient des facteurs globaux et
au moins un zéro en la place v qui vient de I'unique opérateur d’entrelacement intervenant ; cf. 2.1.1.
Ces séries d’Eisenstein sont donc holomorphes.

4.6 Quelques cas particuliers

Clozel s’est posé la question de savoir quels paquets de représentations de carré intégrable ne
contiennent aucune représentation cuspidale. Son étudiant O. Paniagua-Tabaada est en train de
résoudre le cas ot Jord(rwSY) est réduit & un élément de la forme (p,b) ol p est une représentation
cuspidale unitaire de GL(2,A) et o G est un groupe orthogonal pair. Li a resolu & la suite de Howe,
le cas des représentations automorphes de petit rang.

Fixons 7L ; pour toute représentation cuspidale p d’un groupe linéaire, on note d, l'entier tel que
p soit une représentation de GL(d,, A). On suppose que J ord(7&) contient un couple (pg, by) tel que
pour tout (p,b) € Jord(n%L) avec (p,b) # (po, bo) on ait by > d,, + d, +b. Alors les conjectures faites
ici prédisent que le paquet associé & 7¢L ne contient pas de représentation cuspidale.

A Tinverse, on peut se demander quels sont les paquets qui ne contiennent que des représentations
cuspidales:; c’est évidemment le cas des paquets associés & une représentation 7L tel que pour tout
(p,b) € Jord(n&L), b = 1. Plus généralement supposons que pour tout (p, b) € Jord(r%) tel que b > 1,
il existe (p/, V') € Jord(n®L) tel que ¥’ =b— 1 et L(p x p/,1/2) = 0; les conjectures disent qu’un tel
paquet est uniquement formé de représentations cuspidales. Et ces conjectures suggerent fortement que
c’est méme le seul cas ou le paquet de représentations ne contient que des représentations cuspidales.

Un autre point de vue a été développé par J. Schwermer ; étant donnée une représentation locale,
par exemple une représentation a une place archimédienne ayant de la cohomologie, peut-elle étre com-
posante locale d’une forme automorphe de carré intégrable non cuspidale. Schwermer a des résultats
et des conjectures pour résoudre cette question [35] et [22].
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