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R~mmr. Dans cet article nous d+finissons un nouveau foncteur MK(X), 'K-throrie multipficative' de X, 
dans lequel prennent leurs valeurs les classes caractrristiques primaires et secondaires connues de fibrrs 
vectoriels munis de structures supplementaires. I1 s'agit notamment des classes caractrristiques de fibrrs 
plats, feuilletrs ou holomorphes ainsi que des 'rrgulateurs' en K-throrie algrbrique. 

Alrstraet. In this paper we define a new functor MK(X), 'multiplicative K-theory' of X, which is the 
target of known characteristic classes (primary and secondary) of vector bundles provided with 
additional structures. One should mention characteristic classes of flat, foliated or holomorphic vector 
bundles as well as 'regulators' in algebraic K-theory. 
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La  thror ie  de C h e r n - W e i l  classique [13] permet  d 'associer  aux po lyn6mes  invari- 

ants sur l ' a lgrbre  de Lie ff d 'un  groupe  de Lie G des classes caractrr is t iques pour  
les G-fibrrs  principaux.  Ainsi, pa r  exemple,  on sait drfinir pour  tout  fibr6 vectoriel  
( rrel  ou complexe)  des classes de St iefe l -Whi tney,  de Pontr jagin  ou de Chern  [23]. 
Cependant ,  dans beaucoup  de situations g rom&riques  off des G-f ibrrs  munis  de 
structures supplrmenta i res  sont considrrrs ,  ces invariants  ne drcr ivent  pas  la 
complexit6 de la s i tuat ion car ils d rpenden t  seulement de la topologie  sous-jaeente. 

L 'exemple  le plus rrcent  d 'une  telle s i tuat ion est la drfinit ion de r rgulateurs  

K2i_ I (C) --. C* O1~l K2;_1(C) d6signe la K- thror ie  a lgrbr ique de Quillen, due 
ind6pendamment  gt Beilinson et ~i l ' auteur  [3, 19]. Cet  exemple a 6t6 longuement  
drcr i t  dans cette dernirre  r6frrence od il a 6t6 grn6ralis6 dans  le cadre de l ' homolo-  
gie cyclique [9]. L ' id re  de base est que la K- th ror ie  a lgrbr ique peut  &re drfinie 
par t i r  d 'une  cat rgor ie  bien choisie de fibrrs plats. Ces fibrrs ont  leurs classes 
caractrr is t iques rationnelles nuUes d ' ap r r s  la thror ie  de C h e r n - W e i l .  Cependant ,  
d ' ap r r s  Borel [3], les groupes  K2i_ 1(C) ne sont  pas  ra t ionnel lement  triviaux, d 'ofi  
la n+cessit6 d ' invar iants  plus fins. 
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Un autre exemple (plus classique) est celui des fibr6s analytiques en droites sur 
une vari6t6 K~ihl6rienne compacte. Comme il est bien connu, ceux-ci sont classifi6s 
par le groupe de cohomologie Hi(X; (9*) qui s'ins6re dans la suite exacte de 
cohomologie faisceautique 

c 1 

O~ Th ~ H~(X; (9*) ~ H2(X; Z) 

Otl T h= (S1) hes t  un tore r6el de dimension le rang h du premier groupe de 
cohomologie r6elle HI(X) et off Cl est la premiere classe de Chem. Deux fibr6s 
analytiques L e t  L '  sont topologiquement isomorphes si seulement si Cl (L) = c~ (L') 
et leur 'diff6rence' est alors repr6sent6e par un 616ment de T h qui est ainsi un 
ensemble off prend ses valeurs l'invariant secondaire. 

Plus g6n6ralement, on peut citer la construction des classes de Chern de fibr6s 
holomorphes ou alg6briques dans la cohomologie de Deligne [3] comme autres 
exemples de classes caract~ristiques secondaires. 

Dans un ordre d'id6es different, le fibr6 normal ~ un feuilletage a des classes 
caract6ristiques nulles au dehi de la codimension du feuilletage: c'est le th6or6me 
d'annulation de Bott [6]. Pour construire des invariants int6ressants, divers auteurs 
ont introduit des classes caract6ristiques secondaires dont le prototype est l'invari- 
ant de Godbillon-Vey (cf. [7, 12, 14, 17]). 

L'objet de cet article est de d6crire une m&hode unitize utilisant la K-th~orie pour 
d6finir toutes ces classes caract6ristiques secondaires. Dans la plupart des exemples 
g6om6triques de cat6gorie cg de fibr6s vectoriels off ces classes sont d6finies, il existe 
un sous-faisceau remarquable F ~ du faisceau des formes diff6rentielles C ~ (voir 
plus loin pour les d6tails). Un fibr6 vectoriel appartient alors ~t la catbgorie cg 
pr6c6dente si et seulement si les diff6rentielles des fonctions de transition ont leurs 
composantes dans F ~. Une condition plus faible est d'imposer que le caract~re de 
Chern (d'une connexion adapt6e) appartient ~ F r off F r ~ (F~) r. L'exploitation 
syst6matique de ce fait permet de d6finir un groupe de 'K-th6orie multiplicative' 
MK(X) ~ partir d'une cat6gorie de fibr6s vectoriels munis de connexions appro- 
pri6es ainsi qu'une factorisation 

K(X) ~ MK(X) ~ Kt~ 

o6 K(X) = K(c~) est le groupe de Grothendieck de la cat6gorie ~ [5] et off Kt~ 
est la K-th6orie topologique d'Atiyah et Hirzebruch [1]. 

L'int6r~t du groupe MK(X) est double: d'abord il est calculable en fonction de la 
K-th6orie topologique et de la cohomologie de De Rham de la vari&& Ensuite, il 
contient suffisamment d'informations g6om6triques pour d6tecter toutes les classes 
caract6ristiques connues de fibr6s plats ou feuillet6s (par exemple l'invariant de 
Godbillon-Vey) et aussi de fibr6s holomorphes ( F  6tant alors la filtration de 
Hodge). D'autre part, le groupe MK(X) poss6de des propri&6s alg6briques remar- 
quables, comparables/t celles des groupes K(X) et Kt~ I1 peut par exemple ~tre 
muni d'une structure de 2-anneau. Les homomorphismes K ( X ) ~ M K ( X )  et 
MK(X)--~ Kt~ sont alors des homomorphismes de 2-anneaux. 
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Plus pr~cis6ment, la relation entre tous ces invariants est essentiellement contenue 
dans la suite exacte (S) suivante: 

Kt~ ~ @ H2~-~(f~*(X)/FO ~MK(X)---}Kt~ --, ( ~  H2"(n*(X)/F9 
r r 

oft K]~ et Kt~ d6signent la K-th6orie topologique d'Atiyah et Hirzebruch et 
ofl fl*(X) est le complexe de De Rham. 

En faisant le produit de X par des sph6res de dimension i (le complexe de De Rham 
de X x S / 6tant muni d'une filtration ad6quate), nous d~finissons plus g~n6ralement 
des groupes M K i ( X )  qui s'ins6rent dans des suites exactes analogues (S/): 

Ki+ (X) --* ~ n 2r -1 -i(~-~,(X)/F r) --~ MK, (X)  ~ K~~ 

H 2, - '([ '~*(X)/Fr)).  

Si Ki (X) dgsigne le groupe de K-thgorie alg6brique sup~rieure de Quillen, on montre 
qu'on a par exemple la factorisation* 

K~ (X)  --* MK~ (X)  --, K~~ 

( F )  ~tant alors la filtration de Hodge. 
Dans cette r~daction nous nous sommes limit6s fi rexpos6 ggn6ral de cette th~orie. 

Les applications aux classes caract6ristiques de feuiUetages, de fibr6s holomorphes 
ou alg6briques feront l'objet d 'un autre article, utilisant largement les techniques 
d6veloppges ici. 

Cependant, pour convaincre le lecteur de l'int6r& de cette mgthode ggn6rale, nous 
allons d6crire de mani6re tr~s sommaire quelques applications potentielles. 

EXEMPLE 1. X est une vari6t6 alg6brique projective et lisse sur C et (F r) est la 
filtration de Hodge. La suite exacte (S,-) ci-dessus devient alors 

K~~ 1 (X)  ~ @ HP'q(x) --} MKi (X)  --~*' K~~ ~ @ HP'q(x) 
p < q + i + l  p < q + i  

[p  + q] = [i + 1] [P  + q] = [i] 

KAX) 

off [ ] d6signe la parit6. Tout 616ment de Ker6;  (donc de Kerfii/~; off 
~i : Ki (X) ~ MKi (X)) d~finit une classe secondaire dans le groupe quotient Coker V~. 
On notera les exemples extremes i = 0 et i/> dim c (X). Le groupe Coker V~ est alors 
soit un tore r6el (St) h, soit un tore complexe (C*) h off h est le rang du groupe K ~ I  (X) 
qui est aussi celui de la cohomologie H v+ 11(X). En fixant la parit6 de i et en utilisant 
la p6riodicit6 de Bott, on voit qu'on d~finit ainsi deux filtrations remarquables de 
K]~ et Kt~ par Im 61 et Im 6ifl ~ qu'il serait int6ressant de comparer / t  celle 
d6finie r6cemment par Friedlander et Lawson (en ~tendant la th6orie ~ i < 0). 

* Ce dernier r6sultat a &6 trouv6 ind6pendamment par C. Soul6 (pr6publication IHES) ~t la suite d'une 
r6daction pr6fiminaire de cet article (F6vrier 1985) grfice A une m6thode diff6rente qui lui a permis aussi 
d'&ablir la relation entre les groupes MKi(X) et la cohomologie de Deligne. 
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EXEMPLE 2. X est une varitt6 feuillette. La filtration du complexe de De Rham 
qui lui est associte est alors dtfinie par Fr(O*(X)) = (F'II*(X)) r ofa F'f~*(X) est le 
f~*(X)-module des formes difftrentielles s'annulant sur les feuilles. En particulier, 
Fr(~*(X)) = 0 s i r  est supbrieur fi la codimension q du feuilletage. Si E est un fibr6 
feuillet6 (c'est h dire plat le long des feuilles), il dtfinit une classe caracttristique 
fondamentale dans le groupe MK(X)  associt. C'est le cas en particulier du fibr6 
normal au feuilletage. En utilisant l'isomorphisme (topologique) de E sur son dual 
E* associ6 ~ une m6trique, on voit que [El - [ E * ]  induit une classe Z ogr dans le 
groupe ~ H  2~- 1(~*(X)/Fr) grace ~i la suite exacte (S). La classe ogr appartient en 
fait au groupe de cohomologie classique H 2~- I(X) s i r  > q car F ~ est alors 6gal 
0. L'invariant de Godbillon-Vey correspond au cas off r = 2, q = 1. Let autres 
invariants de feuilletages s'obtiennent en consid6rant des polyn6mes appropri6s en 
ces classes secondaires o9~ et en les classes 'primaires' G ~ H2~(F) �9 Plus de d6tails 
seront donnts dans l'article suivant celui-ci. 

EXEMPLE 3. X est une vari&6 quelconque et on pose F r =  0 pour r > 0. Cet 
exernple (qui est en fait un cas particulier de l'exemple prtctdent en considtrant X 
comme une varitt6 feuillette avec une seule feuille) reste paradoxalement inttres- 
sant. On peut alors montrer (cf. [19]) que MK(X)  est isomorphe h l'ensemble des 
classes d'homotopie d'applications de X dans ~ off ~ dtsigne la fibre homotopique 
de l'application 

Ch 
7/x  BU , K(C, 2n) 

et off Ches t  induit par le caracttre de Chern (dans le cas complexe). Au facteur Z 
prts, le groupe MK(X)  peut alors s'tcrire de manitre suggestive sous la forme 
K]~ C*) (K-thtorie fi coefficients C*). En effet, la suite exacte (S) prend la forme 
suivante: 

K]~ Z) ~ K]~ C) ~ K]~ C*) --* Kt~ Z) ~ Kt~ C) 

off il est naturel de poser 

K~~ Z) = K~~ et K~~ C) = t ~  H 2~-i(X; C). 
r 

Tout fibr6 plat de base X a une classe naturelle dans le groupe MK(X)  [19]. 

Ajoutons quelques mots ~ cette introduction pour justifier la terminologie 
K-thdorie multiplicative et expliquer l'origine du sujet, indtpendamment de l'exem- 
pie 3 ci-dessus. Dans le cadre des algtbres de Frtchet A, un groupe MKi(A) a 6t6 
dtfini dans [19] appel6 aussi groupe de K-thtorie multiplicative de A. Ce groupe 
s'instre dans une suite exacte 

K~fl+Pl (A) ~ HCi_ I (A) ~ MK~ (A) ~ K~~ - . 4  HC~_ 2(.4) 

off H C , ( A )  d6signe l'homologie cyclique d'Alain Connes [11, 12] et K~flP(A) la 
K-th6orie topologique de A. L'homomorphisme K,.(A)~ K~/~ de la K-th6orie 
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alg6brique de Quillen vers la K-th6orie topologique se factorise aussi par la 
K-th6orie multiplicative 

K~ (A) ~ MK, (A) ~ K~~ 

La relation entre ce groupe MKi (A) et le groupe MK i (X) de cet article est obtenue 
en consid6rant l 'anneau A des fonctions C ~ sur une vari&6 X et en choisissant pour 
F" la 'filtration b&e' d6finie par 

Fr ( fg(X))=0 ,  si r>j ,  

Fr(f~(X))=~T(X), si r<j.  

En g6n6ral, le groupe MKi(A) est reli6 &roitement au earact~re multiplieatif des 
modules de Fredholm [ 12]. I1 serait int6ressant de g6n6raliser ces consid6rations aux 
vari6t+s feuillet6es ou analytiques par des filtrations appropri6es du complexe de De 
Rham 'non commutatif ' .  

D6crivons maintenant bri6vement le contenu de chaque paragraphe: 

w L'homomorphisme de Chern-Weil. Ce paragraphe est pour l'essentiel con- 
stitu6 de rappels de notions d6j~ connues et expos6es dans [13] par exemple. La 
seule variante est l'utilisation syst6matique des fonctions de transition qui est faite 
ici et qui permet d'6viter un formalisme alg6brique trop pouss6, rendant ainsi 
l'expos6 de la th6orie plus accessible aux non sp6cialistes de g6om&rie diff6rentielle. 

w Version simpliciale de l'homomorphisme de Chern- Weil. Dans une publication 
pr6c6dente [ 19], nous avons montr6 comment des m6thodes simpliciales permettent 
de d6finir des classes caract6ristiques secondaires de fibr6s vectoriels plats com- 
plexes. Nous &endons ici ce formalisme simplicial h tout G-fibr6, G &ant 
maintenant un groupe de Lie quelconque. 

w Transgressions supkrieures de l'homomorphisme de Chern-Weil. Si E est un 
G-fibr6 principal de base une vari6t6 X, nous d6finissons une th6orie de l'homologie 
nouvelle Hr(E) li6e intimement a la K-th6orie alg6brique de A (pour A = C~~ 
Cette th6orie est d6finie ~ partir de suites de connexions consid6r6es modulo l'action 
du groupe de jauge. 

~4. K-thborie rnultiplicative instable. Si P e s t  une s6rie invariante sur l'alg6bre de 
Lie f#, on d6finit un ensemble MKe(X) qui s'ins6re dans une 'suite exacte' 

[X, G] --* (~) H 2r- I(f2*(X)/FO --. MKe(X) ~ IX, BG] --, (~ H2r(n*(X)/Fr) 
r r 

ofl F r e s t  un sous-complexe du complexe de De Rham adapt6 ~ la situation 
g6om6trique 6tudi6e. L'ensemble MKe(X) est le r6ceptable naturel des classes 
caract6ristiques de G-fibr6s partieUement plats (cf. 6.8). On d6finit aussi des groupes 
dbrivbs MK~,(X) (not6s simplement MK,(X)) qui s'ins6rent dans des suites exactes 
du m~me type. 

w K-thkorie multiplicative stable. Ce paragraphe est le coeur de l'article. Ici le 
groupe G peut &re consid6r6 comme lim GL,(k), k = R ou C. Les propri&6s 
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essentielles du groupe de K-thdorie multiplicative MK(X) sont 6tablies en 5.3, 5.7 et 
5.8. 

w Ddfinition des classes caractdristiques secondaires. Si D est une connexion de 
Bott (cf. 6.3) sur le fibr6 partiellement plat E, le triplet (E, D, 0) drfinit une classe 
caractrristique dans l'anneau MK(X). Nous en drduisons l 'homomorphisme fonda- 
mental K ( X ) ~ M K ( X )  (cf. 6.7). 

w Relation avec l'homologie cyclique. En adaptant les m&hodes de [19] ~i notre 
nouveau cadre, on dbfinit de mSme des classes caractbristiques secondaires dans le 
langage de la gromrtrie diffrrentielle non commutative d'Alain Connes [9]. 

Appendice A. Anneau des reprksentations et polynOmes invariants sur un groupe de 
Lie compact connexe. On explicite un diagramme commutatif off figurent l'homo- 
morphisme de Chern-Weil,  l 'anneau des reprrsentations R(G) de G e t  diverses 
variantes du caract~re de Chern. En utilisant des r~sultats d'Atiyah et Hirzebruch, 
il est ainsi montr6 comment l'~tude de l 'homomorphisme de Chern-Weil  pour les 
groupes de Lie compacts connexes peut se rrduire ~i celle du caractdre de Chern et 
de la K-throrie. Ceci justifie a postrriori l'intrrSt port~ au caractdre de Chern dans 
cet article. 

Appendice B. Comparaison entre la K-thdorie multiplicative instable et la K-thdo- 
rie multiplicative stable. 

Appendice C. Classes primaires et classes secondaires de fibrOs multiplicatifs. 

1. L'homomorphisme de Chern-Weil 

1.1. Soit G an groupe topologique et soit X un espace topologique. Si q/ est un 
recouvrement ouvert de X, un G-fibr6 principal adapt6 ~ q/ est donn6 par des 
'fonctions de transition' gvv qui sont des applications continues de U,~ V dans G, U 
et V ~ q/, vrrifiant la propri&6 de cocycle gwu = gwv �9 gvv sur U~ V,~ W. Deux tels 
'cocycles' gvv et hvu sont dits 6quivalents s'il existe des applications continues 
2u:  U ~ G, U ~ q/, telles que 

2vgvv = hvu2u 

sur U,~ V. Si on d~signe par H~(X; G) l'ensemble des classes d'~quivalence de 
cocycles, on suivra Steenrod [25] en drfinissant H1(X; G) comme la limite inductive 

I~ H~(X; G) 
ql 

q/ parcourant Tensemble' des recouvrements ouverts de X. Si G = GLn(k) avec 

k = ~ ou C, HI(X; G) s'identifie ~ l'ensemble des classes d'isomorphie de k-fibr6s 
vectoriels de rang n (cf. [18] par exemple pour une description ddtaill6e de cette 

identification). Si X est paracompact, HI(X; G) s'identifie aussi ~i I'ensemble des 
classes d'homotopie IX, BG] off BG est l'espace classifiant du groupc G [23], 

1.2. Supposons maintenant que G soit un groupe de Lie et quc X soit une vari&& 

II est bicn connu que la classification des G-fibr6s principaux topologiques cst 
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6quivalente fi ceUe des G-principaux 'diff6rentiables' (i.e. d6finis par des cocycles 
diff6rentiables, disons de classe Coo pour fixer les id6es: cf. [25] par exemple). Une 
'connexion' associ6e ~ un cocycle g rv  est alors donn6e par des formes diffdrentielles 
de degr6 un, soit Fu,  d6finies sur U, U ~ q/, et fi valeurs dans l'alg6bre de Lie (~ du 
groupe G, v6rifiant la condition suivante de coh6rence (C) sur U c~ V: 

g v v F v g v v  + g~lv dgvv. F u  ~ - 1  

Quelques mots sont n6cessaires pour pr+ciser les notations et justifer cette 
d6finition. La notation ,g-1 dg' est classique pour la forme de Maure r -Car tan  o) 
sur le groupe de Lie G fi valeurs darts f#: pour g E G, to : TgG --, fq est la diff~rentielle 
de l'application x F--,g-lx calcul6e en x =g .  La forme gy~ dgvt" est sirnplernent 
l'image r6ciproque de ~o par l'application gvt': Un V---, G. D'autre part, la notation 
g - t F g  signifie sirnplernent Ad(g -~)F  of 1 Ad(g -~) est l 'application adjointe sur 
l'alg~bre de Lie: c'est la diff~rentielle de x ~-. g - ~ �9 x �9 g 6valu6e en l'~16rnent neutre. 

Une compl6te justification de la condition de coh6renee (C) peut ~tre trouv6e 
dans [13] par exemple. Dans le langage des fibres vectoriels E (c'est-~t-dire si 
G = GL,(k)),  une connexion sur E peut ~tre d6finie aussi comrne une application 
k-lin~aire D : 5e(E) ~ ~ ( E  | T ' X )  (off 6e d6signe l'espace des sections C~176 v~rifi- 
ant la condition de Leibnitz D(s2)=  D(s)2 + s | d2 pour une section s e t  une 
fonction 2 qui est de classe C ~. Localement, on a done les relations 
Dt'(st') = dst, + F t ' ' S v  oil st" peut ~tre repr6sent6e par une matrice colonne de 
fonctions C ~ sur U, soit 

S U ~ . 

s5 j 

et off Fv  est une rnatrice n x n de 1-formes sur U. La condition de coherence 
Sv = gvv 'St"  sur les sections locales du fibr~ vectoriel E se traduit alors par la 
condition de coherence (C) au niveau des matrices de 1-formes Fv.  

I1 est important de noter ce que deviennent les formes diff~rentieUes Ft" lorsqu'on 
remplace le cocycle gvt" par un cocycle 6quivalent hvv = ~.vgvv 2 v I �9 L'exernple des 
fibrSs vectoriels nous sugg8re de poser 

Fu = 2{IAu2u  + 2~ 1 d~.v 

et on a alors At, = hv~Avhvv  + hv~ dhvv. Ceci perrnet de d6finir sans ambigiiit6 
une connexion sur un fibr6 principal de groupe G. 

1.3. EXEMPLES. Soit (U~), i e I, un recouvrement ouvert de X, gj~ =gt,vt', un 
cocycle diff6rentiable d~finissant un G-fibr6 principal et enfin (~)  une partition 
diff6rentiable de l'unit6 associ6e au recouvrernent ouvert (Us). Si on pose 
Fj = Fu~ = X ak(x)gh ~ dgk~, on d6finit une connexion F sur E, 'canoniquernent' 
associ+e ~t la partition de l'unit6 (ceci sera pr6cis~ darts le paragraphe suivant). Dans 
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un autre ordre d'idres, soit E un fibr~ vectoriel, image d'un projecteur p : T-~ T off 
Tes t  un fibr~ trivial (cf. [18] p. 26). Avec les notations de 1.2, on peut d~finir une 
connexion D sur E en posant D(s) = p  �9 ds. Cette connexion (dite de Levi-Civita) 
joue un r61e important en homologie de De Rham non commutative [19] et en 
homologie cyclique [9]. 

1.4. La 'courbure' d'une connexion drfinie localement par des formes diff~rentielles 
1 F iest  drfinie par l'expression R,. = dF i + ~[F;, F~]. Les R; sont des formes diffrren- 

tielles de degr6 2 fi valeurs dans l'algrbre de Lie. L'expression des R; se simplifie 
notablement si on suppose G c GL,(k):  on peut alors remplacer �89 F;] par F~. 
On trouvera dans une nombreuse littrrature (cf. [13] par exemple) une justification 
de cette drfinition. Les R~ forment un 'tenseur', c'est-fi-dire on a la relation 
fondamentale 

Ri = g j7 t Rjgj~ = Ad(gj7 ')Rj. 

D'autre part, si E et F sont deux G-fibrrs drfinis par des cocycles (gs~) et (hi;), un 
isomorphisme p : E ---, F est drfini localement par des applications/~t : Ui ~ G telles 
que hj,.#i = gjgj,.. Si F est une connexion sur F, son image rrciproque #*F sur E est 
drtinie par la formule suivante/~,~ d#l + tti-~Fi#;. Le courbure de/~*F est drfinie 
localement par/~g-~Re/~ ot~ R drsigne la courbure de F. 

1.5. Soit maintenant f#* l'espace dual de l'algrbre de Lie (g. L'algrbre de Weil 
I*(G) est drfinie comme l'algrbre des invariants de l'algrbre symrtrique S*(~*) par 
l'action adjointe du groupe G. Un 616ment P appartenant ~i I"(G) peut s'identifier 
~t une forme n-linraire symrtrique notre aussi P, soit P : fr x �9 �9 �9 x ~ ~ k (k &ant le 
corps de base) telle que 

P(gv lg  -~ . . . . .  gVng-~) = P(VI, . . . , v,). 

P e s t  appel6 polyn6me invariant de degr6 n (la terminologie est justifire en 
considrrant la fonction polynomiale v ~ ,  P(v . . . . .  v) qu'on notera par abus d'rcrit- 
ure P(v)). Si E est un G-fibr6 principal muni d'une connexion de courbure R, on 
drsigne par toe(P, F) la forme diffrrentielle P(R)  (cette drfinition a bien un sens 
d'aprbs 1.4 puisque P(Ri )  = P(R~) sur U; n Us). Le throrrme suivant est classique 
(cf. [13] par exemple): 

1.6. THEOREME. (.a) La fo rme  diffkrentielle cog(P, F) est ferm~e. 
(b) La  classe de cohomologie de toe(P, r') ne d~pend pas du choix de la 

connexion F. 
(c) L'application I*(G) ~ H * ( X )  qui associe h un polyn3me invariant P la classe de 

cohomologie de toe(P, F) pour un f ibrk E f i x k  est un homomorphisme d'algkbres. 
(d) Cet homomorphisme est naturel (et est appel6 l 'homomorphisme de Chern-  

Weil associ6 au fibr6 E). 

Dans la drmonstration de ce throrrme nous remarquerons seulement le fait 
fondamental suivant: si F ~ et F ~ sont deux connexions sur E, l'expression 
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F' = (1 - t )F ~ + tF  ~ est une connexion 'polynSmiale' sur F = n ' E ,  
: X x [0, 1] ~ X avec t ~ [0, 1]. Avec ces notations, la diff&ence ~oe(P, F ~) - 

toe(P, F ~ est canoniquement la diff6rentielle d'une forme de degr6 2n - 1, ~ savoir 
l'int6grale suivante ~=o o e ( P ,  F~). 

1.7. EXEMPLE.  Le cas le plus int6ressant pour nous est celui of~ G = GLq(k) avec 
k = ~ ou C et off P(R) est le polyn6me invariant (I/n!) Tr(Rn). En faisant q = ~ ,  
l 'homomorphisme de Chern-Weil  induit un homomorphisme d'anneaux 
K(X)-+Hpair(x) (en sommant suivant tous les  n). Le 'caract6re de Chern' ainsi 
obtenu a 6t6 g6n6ralis6 r6cemment dans le cadre de l 'homologie cyclique [9, 19]. 
Nous reviendrons sur la relation entre l 'homologie cyclique et la th6orie des classes 

caract6ristiques dans le w 

2. Version simpliciale de rhomomorphisme de Chern-Weil 

Une version simpliciale de l 'homomorphisme de Chern-Weil  a d~j~t ~t~ donn~e par 
Dupont  [12]. N o u s  allons en donner ici une autre version, plus 616mentaire 
(c'est-h-dire n'utilisant pas les vari6t6s simpliciales), qui a 6t6 utilis6e dans le cadre 
de l 'homologie cyclique dans [ 19]. Pour la commodit6 du lecteur nous la rappelons 
ici. Elle permet de d6finir tr6s simplement les classes caract6ristiques de fibr6s plats. 

2.1. Soit G u n  groupe simplicial et soit X un ensemble simplicial. Un G-fibr~ rep~r~ 
E sur X est donn6 de la mani6re suivante: pour chaque cellule a de dimension n de 
X (i.e. a ~ X,) et pour chaque couple ( i , j )  avec i e t j  ~ {0 . . . . .  n} = [n], on se donne 
un 616ment gji(tr) = gji ~ G, tel que la condition de cocycle gki = gkj " gji soit satis- 
faite. Si ~0 �9 [p] ~ [n] est une application croissante, on peut lui associer q~* : Xn ~ Xp 
et tp* : Gn ~ Gp et on a alors la relation 

G = ( 0 ) .  

Si (E, gj~) et (F, hji) sont deux tels fibr6s rep~r6s, un morphisme 2 : E ~ F est donn6 
de m~me pour chaque tr ~ Xn et i e [n] par des ~16ments 2~ = 2~ (tr) e Gn tels que 

( l )  q, = (q,* (,0), 
(2) h j i  . . g j , .  

On note OG (,Y) l'ensemble des classes d'isomorphie de tels G-fibres rep6r6s. 

2.2. EXEMPLE.  Soit K un complexe simplicial et soit X l'ensemble simplicial 
obtenu par un ordre de ses sommets. Si G est un groupe topologique, on lui associe 
le groupe simplicial (not6 encore G) d~fini par G, = H o m ( h  n, G), ensemble des 
applications continues du simplexe type A n dans G. Si E est un G-fibr6 principal sur 
K, on peut lui associer un fibr6 rep6r6 sur ,Y de la mani6re suivante. Pour chaque 
sommet m d6signons par S(m) l'~toile de m. Le fibr+ E est alors trivial sur S(m) car 
cet espace est contractile. Si tr ~ X, et i , j  E [n], on d6finit gj~(a) comme &ant ha~l, 
of 1 les (hp~) repr6sentent les fonctions de transition associ+es au recouvrement 
{S(m) } de K, les entiers i et j correspondant aux sommets ~ et/~ de tr. 
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2.3. EXEMPLE.  Soit M une vari6t6 et soit q/-- (U~) un recouvrement ouvert 
localement fini de M. Soit X le nerf de q/, c'est-fi-dire l'ensemble des suites 
(to . . . . .  rn) telles que Uro,~..,~ Urn ~ O. Soit maintenant G u n  groupe de Lie. On 
peut lui associer un groupe simplicial (not6 encore G) en posant Gn = C~ n, G). 
Soit E un G-fibr6 rep6r6 sur X. Si (/~) est une partition de 1'unit6 associbe au 
recouvrement (q/) on peut d6finir un fibr6 C ~ au sens usuel sur M grfice ~ des 
fonctions de transition construites de la mani~re suivante. S i x  ~ U ~  Up, soit tr le 
simplexe ( r 0 , . . .  ,rn} forrn6 des indices r i tel que /~,(x)~0;  on pose alors 
ha~(x) =gj;(#(x)) si fl = rj et a = r i. La correspondance (g) ~ (h) d6finit en fait un 
foncteur de la cat6gorie des G-fibr6s rep6r6s sur X dans celle des G-fibr6s sur la 
vari6t6 M. Ce foncteur est une 6quivalence de cat6gories si les intersections 
U, o .... ~ Urn sont vides ou contractiles d'apr6s le th6or6me suivant prouv6 dans [19]. 

2.4. THEOREME.  Soit X un ensemble simplicial et soit G un groupe simplicial. 
Alors l'ensemble Oa(X) des classes d'isomorphie de G-fibrbs reports sur X est 
naturellement isomorphe ~ rensemble IX, BG] formb des classes d'homotopie de X 
dans l'espace classifiant BG. 

2.5. On peut maintenant dbcrire la version simpliciale de l 'homomorphisme de 
Chern-Weil  en consid6rant le groupe simplicial construit en 2.3 ~i partir d 'un 
groupe de Lie G. De mani6re plus pr6cise, si E est un G-fibr6 sur un ensemble 
simplicial quelconque X, une connexion simpliciale sur E est la donn6e pour chaque 
cellule a de X~ et pour  i ~ [n] d'une forme diff~rentielle Fi = F~(a) ~ ~l(An; f~) telles 

que 

(1) Fi(~o*a ) = q~*(F~(o(a)) pour  ~0 : [p] ~ [hi application croissante, 
(2)  F i =gj71 dgj,+gjzlFjgj,. 

Les calculs faits sur une vari&6 se transposent alors pratiquement tels quels pour un 
ensemble simplicial et permettent de d6finir un homomorphisme ~i la Chern-Weil  
In(G) ~ H2"(X). Ici la cohomologie H*(X) (it coefficients dans k = ~ ou C) est ceUe 
des formes diff6rentielles de De Rham-Sull ivan sur X (cf. [8]). 

2.6. On peut interpr6ter ce qui pr6c6de de mani6re 16g6rement diff6rente en suivant 
de pr6s [8] w Prenons ainsi comme mod61e de l'espace d 'Ei lenberg-MacLane 
K(k, m) le groupe ab61ien simplicial Z m : s ~ Z ' ( A  ~) off Zm(A s) d6signe le k-espace 
vectoriel des formes diff6rentielles ferm6es (resp. quelconques) sur le simplexe type 
A s. Si G est un groupe de Lie, on a alors une application simpliciale bien d6finie 
BG--* K(k, 2n) = Z 2n associ6e fi un polyn6me invariant P de degr6 n. De mani6re 
plus pr6cise, la connexion 'canonique' sur le fibr6 universel sur BG est d6finie par la 
formule (cf. [19]) Fi = Y~ xkgki I dgki. Ici les xk d6signent les coordonn~es barycen- 
triques d'une cellule a =(go ,  g ~ , . . . , g n )  avec gki =gkgi-~" En outre, 
gi~Gn =C~ Comme dans 1.6, on en d6duit un homomorphisme 
In(G) ~H2n(BG) associ6 ~i un polyn6me invariant de degr6 n (comparer avec 
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Dupont  [ 13]). La relation avec l 'homomorphisme de Chern-Weil  sur une vari&6 M 

se voit par le diagramme commutatif  

I"(G) --+ HE'(BG) 

\/o. 
H2"(M)  

ofl 0 est l 'application classifiante du fibr~ diff~rentiable E sur M (cf. 2.3). I1 est bien 
connu (H. Caftan) que l 'homomorphisme I"(G) ~ H2"(BG) est un isomorphisme si 
G est compact (cf. [13]). Dans le cas g~n~ral, cet homomorphisme n'est ni injectif, 
ni surjectif. 

2.7. Plus g~n~ralement, si P = P1 + P2 + " " "+  P,  +"  " " est une s~rie invariante 
(chaque P,  ~tant de degr6 n), P induit une application simpliciale 
c(P) " BG --. HK(k, 2n). 

D'autre part, si on d~signe par ~ le groupe ab~lien simplicial s ~ ~m(As) on a 
une fibration de Kan d'espace total acyclique (cf. [8]) 

d 
O--* z m  ~ - - - - ~  Z m+ l --*0. 

On peut donc prendre comme module de la fibre homotopique de c(P) le produit 
fibr~ ~ p  suivant 

, ~ p  _ .  I - I ~ 2 n  - 1 

BG ~ FIZ z" 

2.8. THEOREME.  Soit G ~ le groupe de Lie G muni de la topologie discrete. Alors 

l'application ~vidence BG~--* BG se factorise canoniquement h travers ~:p: 

~ p  

BG ~ -+ BG 

IIK(k ,  2n) 

D~monstration. Pour un simplexe a de BG ~, la formule d~finissant m~(P, F~) 
montre qu'elle est r6duite g 0 (E d~signant le fibr~ universel sur BG). Par 
consequent, l 'application compos~e BG ~ --, BG ~ I IZ  2" est aussi r~duite/L 0. On en 
d~duit de mani~re triviale le rel~vement cherch6. 

2.9. Le th~or~me precedent est particuli~rement int6ressant si G = GL,,(C),  l'appli- 
cation BG ~ IIK(C, 2n) ~tant le caract~re de Chem. En faisant tendre mvers  l'infini 
et en appliquant la construction + de Quillen, on en d~duit un homomorphisme 



66 M. KAROUBI 

fondamental 

K2,-_ 1(C) = n2;_ 1(B GL(C) +) ~ 2 i - ~ ( ~ p )  ~ C* 

qui est un isomorphisme sur la torsion et d&ecte le r6gulateur de Borel [4, 19]. 

2.10. Soit maintenant o~,,:Z---,k une inclusion telle que la classe caract6ristique 
BG--*K(k, 2n) se factorise ~ travers K(Z, 2n) par (~n),- On a donc le diagramme 
commutatif h homotopie pr6s suivant 

BG --. K ( L  2n) 

\ /  
K(k, 2n) 

qu'on peut aussi 6crire 
u 

BG , K(k, 2n) 

K(2v, 2n) ~ K(k, 2n) 

On en d6duit une application de la fibre homotopique de u dans celle de v, soit de 
~'p dans K(k/Z,  2n - 1). Cette application est bien d~finie ~i homotopie pros car 
l'ambigfiit6 de l'application de ~ p  dans K(k/Z,  2n - 1) est attach6e ~i une applica- 
tion de BG dans f~(K(k, 2n)), soit essentieUement un 616ment de la k-cohomologie 
impaire de BG qui est nulle. 

D'apr+s le th6or~me 2.7, on en d6duit donc par composition une application 

BG '~ ~ . ~ p  ~ K(k /Z ,  2n - 1), 

soit une classe caract6ristique secondaire appartenant ~ H 2"- ~(BG~; k /Z )  associ6e 
un polyn6me invariant P. Par exemple, si k = C, G = GLr(C) et si P est associ6 
la n ieme classe de Chern, on peut choisir ~, = (2in)" et on trouve les classes 
caract6ristiques de Chern-Cheeger-Simons [19]. 

3. Transgressions sup~rieures de l'homomorphisme de Chern-Weil 

3.1. Dans les deux premiers paragraphes nous avons vu comment d~finir des classes 
caract6ristiques de G-fibres principaux (G &ant un groupe de Lie muni de sa 
topologie usuelle ou de la topologie discr6te) associ6es ~ des polyn6mes ou des 
s6ries invariantes. Ceci a 6t6 fait dans un contexte diff6rentiable ou simplicial. Afin 
de pr6parer le terrain pour la K-th~orie multiplicative d6velopp6e dans le para- 
graphe suivant, nous allons maintenant d6finir des 'transgressions sup6rieures' de 
l 'homomorphisme de Chern-Weil.  Nous nous placerons dans le contexte diff6ren- 
tiable pour fixer les id6es. 

3.2. Soit donc P u n  polyn6me invariant de degr6 n sur l'alg6bre de Lie ff du groupe 
de Lie Ge t  soient D ~ D 1 . . . . .  D r, r + 1 connexions sur un G-fibr6 principal E. Soit 
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A r le r -s implexe s tandard  param6tris6 par  des variables positives t = (t 0, t~ . . . .  , tr) 
telles que  Z~= o t i -- 1. Soit D ~ la connexion toD~ + t l D  l + �9 �9 �9 + trD r sur lr*E avec 
it" A r x X ~ X project ion canonique.  Soit R t la courbure  associ6e ~t D t et soit P ( R  ~) 

la forme diff6rentielle sur A r • X d6finie pa r  la formule  mE(P, D t) de 1.5. On  pose 
alors O r ( D  ~ D 1 , .  . . ,  D r) = ~ r  P ( R )  t. 

On pou r r a  compare r  cette formule  avec celle de 1.6; ici l ' int6grale est consid6r6e 

pa r  r appor t  aux pa ram&res  ti don t  les diff6rentielles dt; sont  plac6es en t&e des 
formes (ce qui 6vite les probl6mes de signes). Ainsi |  ~ D ~ . . . . .  D r) est une 
forrne diff6rentielle de degr6 2 n -  r sur X: c 'est  la r ~me transgression de la forme 
oge(P) de 1.6. Elle est invariante  par  le groupe de jauge G, c'est-~i-dire le groupe des 

au tomorph i smes  de E. Cette forme n 'est  pas  ferrn6e en g6n6ral, mais  v6rifie la 
propri6t6 suivante 

3.3. T H E O R E M E .  On a la f o r mu l e  

d |  ~ D l . . . .  , D r) = _ ~ ( - - 1 ) i O r - I ( D ~  D r) 
i = 0  

Dbmonstrat ion.  Sur A r x X notons  dx (resp. dt) la diff~rentielle ext6rieure des 
formes  dans la direction X (resp. At). En  diff6rentiant sous le signe somme,  on a 

alors (d 'apr6s  la formule  de Stokes)" 

d~r(D~ dxP(Rt)~-fAr dtP(et)~-~A r P(R') 

= -- ~ ( - 1 ) ' |  ~ . . . . .  /5 '  . . . . .  Dr). 
i = 0  

3.4. A tout  fibr6 principal  E on peut  associer un groupe ab~lien simplicial M ,  qui 
est le suivant: Mr est le groupe ab~lien librr engendr~ par  les suites (D ~ D 1, . . . ,  D") 

off les Di  sont des connexions sur E. Si ~p �9 Is] -* [r] est une appl icat ion croissante, 
(o*: Mr -*M~ est d~finie par  go*(D ~ D 1 . . . . .  D r) = (V ~ V l, . . . ,  W) avec V i = D ~(;). 

D ' a u t r e  par t ,  le groupe  de jauge  (3 des au tomorph i smes  de E opSre h droite sur M 
de maniSre ~vidente: pour  g e G, on pose 

( n  ~ D ~ . . . . .  D r) �9 g = ( g * D  ~ g * D '  . . . . .  g ' D r ) .  

Le quot ient  N ,  = M , / G  est aussi un groupe ab61ien simplicial. On notera  H , (E)  
son homologie .  Si c est une chaine de dimension 2n - r de la vari&6 X (avec r ~< n) 

et si tr = (D ~ D ~ . . . . .  D r) est une suite de r + 1 connexions sur E, on pose 

(c,  a )  = f~ Or(D ~ D ~ D~). 

D 'apr6s  le th6or6me 3.3, on a alors 

Dr) = . ( t ~ c ,  a ) .  
dc 3~ c 
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De cette identit6 il r6sulte imm6diatement les deux assertions suivantes (en rem- 
plagant ~ par une combinaison lin6aire formelle de 'chaines' (D ~ D 1 , . . . ,  DO): 

(1) Si a est un cycle dans le complexe d6finissant Hr(E), la fonction c ~ (c, a )  
est un cocycle singulier de la vari6t6 X. En effet, (Oc, a )  = - ( c ,  Oa) = o. 

(2) Si a est un bord dans le complexe d~finissant Hr(E), la fonction c ~-* (c, a )  
est un cobord singulier de la vari6t~ X. En effet, si a---Oa', on a 
(c, ~ )  = - ( ~ c ,  ~'). 

3.5. Des considerations pr6c~dentes, on d6duit un homomorphisme bien d~fini 
Hr(E)--*H2"-r(X) pour o ~< r ~< n e t  tout fibr6 principal E, associ6 ~ un polyn6me 
invariant de degr6 n. Si r  -- 0, on notera que cet homomorphisme est essentiellement 
d6fini par l 'homomorphisme de Chern-Weil.  

3.6. REMARQUE. En fait, Hr(E) est l'homologie de l'ensemble simplicial D(E) 
form6 des suites de connexions ~ une transformation du groupe de jauge pr6s. I1 
serait 6videmment int6ressant de connaffre la topologie de D(E). Dans le case off E 
est trivial, on a une application 6vidente B G a ~ D ( E )  (G a d6signant le groupe de 
jauge muni de la topologie discr6te). Si par exemple G est le groupe linbaire 'infini' 
GL(C)--L2 m GL,,(C) et si P est la n ~m~ composante du caract6re de Chem, 
l 'homomorphisme compos6 

K,(A) ~- n,(BG ~+) -~ H,(BG ~) ~ H,(D(E)) -~ H:" - ~(X) 

avec A = C~ s'identifie ~ celui d6fini par les m6thodes de l'homologie cyclique 
dans [19]. En particulier, on a une autre factorisation 

c h  n 

K~(A) ~ KI~ ~ K-~(X)  ) H : ' - ' ( X ) .  

Puisque l'image de ch, est un r6seau dans l'espace vectoriel H 2"-'(X),  on voit que 
le probl6me essentiel est de comparer la K-th~orie alg~brique r la K-th~orie 
topologique de A. Par exemple, il est trivial que l 'homomorphisme K~ (A) ~ K]~ 
est surjectiL D'apr6s Milnor [22], on sait aussi que l'image de l 'homomorphisme 
Kz(A) -~K~~ contient z:~ (SL(A)). Si X est simplement connexe par exemple, cet 
homomorphisme est surjectif. En conclusion, on voit donc que l'espace D(E) pout 
~tre consid6r~ comme une 'd6stabilisation' de la K-th6orie alg6brique de A. 

3.7. REMARQUE. Ce qui a ~t6 dit pr6c6demment sugg6re une version 'non 
discrbte' de l'ensemble simplicial D(E). De mani+re plus precise, en copiant les 
m6thodes d'homotopie et d'homologie singuli~res, il convient de remplacer l'ensem- 
hie simplicial D(E) par l'espace simplicial correspondant qui tient compte de la 
topologie de l'espace des connexions. I1 rcvient au m~me d'introduire la diagonale 
de l'ensemble bisimplicial D(E, )  d6fini par des suites de connexions sur u*E off 
n, : A" x X ~ X .  En notant H~(E,) l'homologie de cettr diagonale, on a de m~me 
un homomorphisme H, (E , ) - -*H: ' -~ (X)  pour 0 ~< r ~< 2n (noter le changement 
d'intervalle) avec une factorisation Hr(E) ~ H , (E , )  - -)H:"-  "(X) pour 0 ~< r ~< n . . . .  
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4. K-Th6orie multiplicative instable 

4.1. Soit G u n  groupe de Lie et soit X une vari&& Nos donn6es de base dans ce 
paragraphe sont les suivantes: 

(a) Une 's&ie invariante' P = P1 + P2 + "  " " avec Pr e F(G), dans le sens de 1.5 
et 2.7. 

(b) Un sous-complexe F r pour tout r = 0, 1, 2 , . . .  du complexe de De Rham de 
la vari6t6 X. On posera f i r=  F +  B r, B r d6signant l'espace des formes 

exactes. 

Si E est un G-fibr6 diff6rentiable sur X est si D est une connexion sur E, on notera 
par abus d'6criture P(D) (resp Pr(D)) la s6rie invariante P (resp le polyn6me 
invariant Pr) appliqu6e ~ la courbure R associ6e ~ D d'apr6s la construction 
d&aill6e en 1.5. Rappelons un r&ultat du paragraphe precedent: si D o et D 1 sont 
deux connexions sur E, on a Pr(D 1) - P r ( D  ~ = d( |  ~ DI)) avec 

fit 
~)~ (D 0 D 1) = Pr(( 1 - t)D ~ + tD i) 

=0 

(cf. 3.3). 

4.2. DEFINITION.  un 'G-fibr6 multiplicatif' est un triplet ~ = (E, D, co) off E est 
un G-fibr6 principal sur X, D u n e  connexion sur E et o = 091 + oJ 2 + . - -  (avec 
Or e f~Zr- 1(X)) une somme de formes diff6rentielles telle que Pr(D) = dor  mod F r. 
Si 4 ' =  (E', D',  o9') est un autre fibr6 multiplicatif de m6me base, un morphisme 

~ 4' est donn6 par un isomorphisme ~ : E ~ E '  de fibr6s sous-jacents tel que 

(D~ -- (D r ~--- @~(D, ~*D') mod P" 

Pour donner un sens ~ cette d6finition, il convient de v&ifier que la composition 
de deux morphismes (dans un sens 6vident) est bien un morphisme. Autrement dit, 
si 

o~ : (E~ D~ co~ --+(E1, D1, ool) et fl : (E1, DI, col) --}(E2, D2, o 2) 

sont deux morphismes, il en est de m~me de f l~ : (E  ~ D ~ ro ~ --}(E 2, D 2, co2). Par 
transport de structure, on peut d 'abord supposer que E ~  E l =  E 2 et que les 
morphismes de fibr6s sous-jacents sont r~duits /t l'identit6. En suivant 3.2, con- 
sid&ons maintenant l'int6grale suivante 

@2( D~ D1, D2) = l ~  P( t~176 + tlDl + t2D2) 
d da 2 

O1~1 ( t  ~ t 1, t 2) repr&entent les coordonn6es barycentriques dans A 2. D'apr& la 
formule de Stokes, on a alors 

dO2(D ~ D ~ , D:)  = O~(D ~, D 2) - -  O l ( D  ~ D 2) + | ~ D~). 
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Si 

@l(DO, Dl ) r=co  ~_coo et |  

on a | (D ~ DZ)r =- 09 2 - 090 puisque fir contient les formes exactes. 

4.3. REMARQUE. On notera qu'on a utilis6 la formule de Stokes pour drmontrer 
l'existence d'une catrgorie, ce qui n'est pas frrquent! 

4.4. EXEMPLES. Choisissons F =  0 sauf pour r = 0 et considrrons un G-fibr6 
plat E. La connexion plate D associre ~i E est drfinie par Fu = 0 en coordonnres 
locales (cf. 1.2). Pour toute srrie invariante P, on voit ainsi que le triplet (E, D, 0) 
drfinit un G-fibr6 multiplicatif sur X. Comme autre exemple, on peut considrrer le 
cas d'un groupe de Lie complexe G e t  d 'un G-fibr6 holomorphe E sur une varirt6 
analytique complexe X. Un tel fibr6 peut 8tre muni d'une connexion D partiellement 
holomorphe (D" = d") dont la courbure associre ne contient pas de formes du type 
(0, 2). En choisissant pour F r la filtration de Hodge, on voit que le triplet (E, D, 0) 
drfinit encore un fibr6 multiplicatif sur X. 

4.5. REMARQUE. La terminologie 'fibr6 multiplicatif' est justifire dans [19]. 

4.6. THEOREME. Notons M K e ( X )  (ou simplement M K ( X ) )  l'ensemble des classes 
d'isomorphie de G-fibrOs multiplicatifs (c'est-gl-dire l'ensemble des composantes con- 
nexes de la catOgorie prOckdente). On a alors la 'suite exacte' 

u 

[X, G] ~ ~ H 2~ - ' (O*(X)/F ' )  ~ M K ( X )  ~ [X, BG] -~ ~ H2"(t~*(X)/F ~) 
r r 

avec les notations expliquOes ci-dessous. 

Explication des notations: [X, BG] repr6sente l'ensemble des classes d'homotopie 
de X dans BG, c'est-~-dire l'ensemble des classes d'isomorphie de G-fibr6s princi- 
paux. L'application a associe ~i tout fibr6 E l'image dans H2"(f~*(X)/F r) de la classe 
caract6ristique P,(D) ddfinie dans H2"(X)= H2"(f]*(X)) (cf. 1.6), off D est une 
connexion quelconque sur E. L'application u associe au fibr6 multiplicatif 

= (E, D, co) le fibr6 E sous-jacent. L'ensemble M K ( X )  est point6 par 0 = (7, d, 0), 
off T est le fibr6 trivial, d la connexion triviale. Le groupe ~ H 2r- ~(f~*(X)/U) 

opdre sur M K ( X )  par Faction suivante co'- (E, D, co) = (E, D, co" + co). 
On pose alors v(co') = co' �9 0. Enfin, l'application or1 (en fait un homomorphisme) 

associe ~ la classe d'homotopie de l'application ~ : X  ~ G l'616ment | (d, ~*d) off d 
est la connexion triviale et ~*d son image r6ciproque par ~ consid6rb comme 
automorphisme du fibr~ trivial X • G. De manidre plus explicite, on a 

| ~*d) --- P,((1 - t)d + t~*d) 
=0 

~t 1 = P~(dt^ ~t - 1 dot -- t(= - 1 dot)2 + t2(~t - 1 d~) 2) 
=0 

ftl= Pr(( t2- t ) (o~-ldtx)2+dt^Ot- ldO0"o 
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D~monstration de l'exactitude de la suite 
- L'identit6 a �9 u = 0 est claire. 

- Soit E un G-fibr6 sur X tel que a(E) = 0. Pout tout r et pour toute connexion 
D sur E, il existe o9r tel que P~(D) --- do9r mod F r. Donc E = u(x) off x est la 
classe du fibr6 multiplicatif (E, D, o9). 

- L'exactitude en MK(X) doit ~tre comprise dans le sens suivant: 

u(x) = u(y) ~ qo9' ~ ~ H 2~- l(f~*(X)/Fr) 
r 

tel que y = o9'. x pour l 'action du groupe ~r H2"- I(~*(X)/Fr) sur l 'ensemble 

MK(X) drcrite prrc+demment. Cette exactitude est facile fi vrrifier: en effet, si 

(E, D, o9) et (E' ,  D ' ,  o9') sont deux fibrrs multiplicatifs tels que E ~ E ' ,  on peut 
sans restreindre la grnrralit6 supposer que E = E ' ;  en outre (E, D ' ,  o9') 

est isomorphe /~ (E,D, og") of a o9" est choisie en sorte que o9~-o9" = 
|  D') .  Dans ce cas, o 9 ~ -  ogr drfinit une classe de cohomologie dans 
a 2 r  - l(f~,(X)/U). 

- Si ~ est un automorphisme du fibr6 trivial T = X • G, on a 

v(Ol (~)) ~--- (T~ d~ Ol (d  ~ ~*d)) ,,~ (T, d, 0) = 0. 

- Rrciproquement,  si v(o9) = 0, on a (T, d, co) ~ (T, d, 0). D ' ap r r s  la drfinition 
des isomorphismes, il existe donc un automorphisme ~ du fibr6 trivial T tel que 

o9r - 0 = o9~ = | ct*d) mod  F .  

4.7. Supposons maintenant que Frf~*(X) et d(Frf~*(X)) soient des sous-complexes 
fermrs de fl*(X) (ce qui sera le cas dans tous les exemples gromrtriques). Si S 
est fine varirt6 qui joue un rrle de paramrtre ,  on pose alors 

F(f~*(S x X)) = ~*(S) ~ F'D*(X) (produit  tensoriel topologique dans le sens de 
Grothendieck. Notons  que Uf]*(X) est un espace nuclraire. Dans les exemples 
gromrtriques, ce sous-complexe peut &re drcrit directement sans le recours sophis- 
tiqu6 aux PTT [16]). En particulier, avec S = [0, 1] ='1, on a l e  throrrme suivant: 

4.8. T H E O R E M E .  L'ensemble MK(X) est un invariant d'homotopie de X. En 
d'autres termes, on a un isomorphisme MK(X) ~ MK(I x X). 

Dbmonstration. La formule de Kiinneth 6tant vraie dans ce contexte (cf. [20]), on 
a Hi(f~*(I x X) /F r) ,~ Hi(f~*(X)/Fr). I1 sutfit alors d 'appliquer le lemme des cinq 

(qu! se grnrralise aisrment dans ce contexte) aux deux suites exactes obtenues ~t 
partir du throrrme 3.6 en considrrant X lui-mrme, puis l 'espace I x X et en utilisant 
le fait que la classification des G-fibrrs sur X est 6quivalente fi ceUe des G-fibrrs sur 
I x X .  

4.9, R E M A R Q U E .  Plus grnrralement,  le foncteur S ~-* MK(S x X) est un invari- 
ant d 'homotopie.  On peut donc supposer sans problrme que S est un CW-complexe 
fini car un tel S a toujours le type d 'homotopie  d 'une vari&6 de dimension finie. 
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4.10. THEOREME.  Soit S une varibtb dont la cohomologie est de dimension finie. 
On a alors des isomorphismes naturels 

Hn(Frn*(S x X)) ~- ( ~  HP(S) | Hq(F'~*X), 
p + q = n  

H"(O*(S • X)/Frfl*(S • X)) = @ H'(S) | nq(fl*(X)/Frn*(X)). 
p + q = n  

Dkmonstration. Le produit ext6rieur des formes d6finit un homomorphisme de 
complexes 

O*(S) • Frf~*(X) ~ Fr~'~*(S X X). 

Pour d6montrer le th6or~me, il suffit de voir que cet homomorphisme induit un 
isomorphisme en cohomologie. Supposons d 'abord que S soit une vari6t~ de type 
fini dans le sens de [21], c'est-fi-dire r6union finie d'ouverts Ui tels que toute 
intersection Uic~Ui2n" 'nUir  soit vide ou diff6omorphe ~ R " .  Pour une telle 
vari&6, le th6or~me r6sulte d 'un argument de Mayer-Vietoris  et du lemme de 
Poincar6. Pour une vari+t6 g6n6rale S, on utilisera le fait que S = U~ V avec U, V 
et U~ V r6union disjointe de vari&6s de type fini (cf. [21]) de m~me que la 
s6paration de la cohomologie de S (cf. [20]). 

4.11. Supposons maintenant que S soit une sphere de dimension n > 0 (ou plus 
g6n6ralement une sph6re homologique). On pose alors 

MK,(X) = Ker(MK(S x X) ~ MK(X)). 

On pose de m~me 

[X, BG], = Ker([S • X, BG] --+ [X, BG]), 

IX, G], = Ker([S • X, G] - ,  IX, G]). 

Le th6or6me suivant se d6duit alors du th6or~me 4.6 appliqu6 ~i S • X. 

4.12. THEOREME.  On a la suite exaete 

[X, G]n ---} (~  w2r- l -n (~*(X) /F  ~) ~ MK,(X)  ~ [X, BG], 
r 

-'+ @ H 2 r -  n ( n * ( X ) / F r  ) 
r 

D~monstration. I1 suffit en effet de faire une chasse au diagramme dans les deux 
suites exactes obtenues ~ partir du th6or6me 4.6 en remplaqant X par S x X et X 
respectivement. 

4.13. REMARQUE.  Puisque S" est un cogroupe A homotopie pros, il n'est pas 
difficile de voir que MK~(X) est un groupe ab61ien pour n > 0. 

5. K-Th~orie multiplicative stable 

5.1. Nous allons sp~cialiser les considerations pr~c6dentes au cas off G est le groupe 
lin~aire infini GL(k), k = ~ ou C, et off P est la s6rie d6finissant le 'caract~re de 
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Chern' P = P1 + P2 +"  �9 " avec 

1 
Pr (M) = ~ Trace(M r) 

pour M e gl(k), alg6bre de Lie de GL(k). En fait, ceci n'est pas une trop grande 
perte de g6n6ralit6 car dans beaucoup de cas un polyn6me invariant sur un groupe 
de Lie peut se d6duire du caract6re de Chern (cf. l 'appendice A pour un r6sultat 
pr6cis). 

En suivant 4.2, on d6finira donc un fibr6 vectoriel multiplicatif comme un triplet 
(E,D,  co) oft E est un fibr6 vectoriel C~ une connexion sur E et 
co = c o l + c o 2 + " "  une somme de formes diff6rentielles de degr6s impairs 
(COre f~2r- I(X)) telle que chr(D) = dcor mod. F .  L'ensemble des classes d'isomor- 
phie de tels fibr6s multiplicatifs (dans le sens pr6cis6 en 4.2) forme un monoide 
ab61ien pour  la 'somme de Whitney' des fibrSs multiplicatifs: 

(E, D, co) + (E', O',  co') = (E ~ E' ,  O �9 D',  co + co'), 

ce qui a un sens car ch(D ~ D') = ch D + ch D',  ch d6signant le caract6re de Chern 
total qu 'on 6tend en posant cho(D) = rang E (on convient que F~ --- f~*X). On 
d6finira M K ( X )  comme le groupe sym6tris6 de ce monoide: cette d6finition diff~re 
16g~rement de celle donn6e en 4.6 car nous consid6rons simultan6ment t ous l e s  
groupes GL,(k),  n = 0, 1, 2 . . . . .  Grace au lemme et au th6or6me suivant, il n'est 
pas difficile de voir que 

M K ( X )  ~ 77 ~ [li_.m MKeC")(X)], 
n 

oft p(n) est le caract6re de Chern restreint ~ GLn(k), si X est connexe par exemple. 
On d6signera par d(E, D, co) la classe du fibr6 multiplicatif (E, D, co) dans le groupe 
MK(X). 

5.2. LEMME. Soit x = d(E, D, co) un OlOment de MK(X) .  II existe alors un blbment 

x" = d(E', D', co') tel que (E ~ E', D ~ D', co + co') soit isomorphe gt (T, d, 0) off T 
est un fibr~ trivial et d la connexion triviale. 

Dbmonstration. Si E~ est un suppl6mentaire de E et D~ une connexion quelconque 
sur El,  on sait que ch D + ch D~ = dO pour une certaine forme 0 (cf. [19] 1.22 par 
exemple). En ajoutant au fibr6 multiplicatif initial le fibr6 multiplicatif 
(El, D 1 , - c o  +dO), on peut ainsi supposer que E est trivial. En consid6rant 
l 'homotopie de D $ la connexion triviale d, on peut aussi supposer que D = d. 
I1 suffit de poser alors E '  = E, D '  = d et co' = -co.  

5.3. THEOREME.  On a la suite exacte 
V u ~r 

K]~  ~ H 2r- '(n*(X)/F9 ~ M K ( X )  ---, Kt~ ( ~  H2r(f~*(X)/F r) 
r r 

o~ 

Kt~ = [X, 2~ • a GL(k)] et Kti~ = [X, GL(k)] 

sont les groupes de K-thborie topologique de X. 
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D~monstration. A quelques drtails pros, la drmonstration de ce thror~me est une 
rrplique de celle du thror~me 4.6. Plus prrcisrment, les homomorphismes al,  v, u et 
a s'explicitent comme suit: 

a([E]) = [chr(E)], 

u(d(E, D, o9)) = [El, 

v(09) = d(T, d, 09) - d(T, d, 0) off Tes t  un fibr6 trivial (drfinition indrpendante  
du rang de T). 

al(~) = c, Trace(~ -1 d~) 2"- 1 oti ~ reprrsente un automorphisme d'un fibr6 

trivial et off c, est la constante rationnelle 

c = ( _ 1 ) , _ 1  ( r - - l ) !  
(2r -- 1)!" 

A titre d'example, drmontrons l'exactitude en MK(X) .  Soit y = d(E, D, 09) -  
d(T, d, 0) un 616ment de MK(X)  (tout 616ment s'rcrit ainsi d 'aprrs le lemme 
prrcrdent) tel que u(y) = 0. Quitte li ajouter ~ E et T l e  mrme fibr6 trivial, on peut 
supposer que E est isomorphe ~ T grace ~ un isomorphisme ~. I1 vient alors 

y = d(E, D, co) - d(T, d, O) = d(T, d, co') - d(T, d, O) 

avec co" = co, + 04(0, ( ~ - 1 ) ' 3 ) .  Donc y = v(09'). 
Le reste de la d6monstration suit le schrma trac6 en 4.6 (cf. aussi [19] 7.7). 

5.4. N o u s  allons maintenant utiliser une notion d 'homotopie plus faible que celle 
introduite en 4.7, mais qui sera suffisante dans beaucoup d'applications. Nous 
dirons que deux fibrrs multiplicatifs G ~ = (E ~ D ~ coo) et C 1 = (E 1, D 1, 091) sont 
homotopes (algrbriquement) s'il existe un isomorphisme ~ : E ~  1 et une homo- 
topie polynomiale (D (t), 09(0), O1~1 D (~ doit &re interprrtre comme une connexion sur 
le module projectif ~[t] |  ~ (cf. [19] w telle que (D (~ 09(o)) soit la donnre de 
drpart  (D O , co ~ et D ~  Ici le sous-complexe F" de 
R[t, dt]|  est simplement R[t, dt]|  et on a bien entendu 
ch D t _ d09 t mod F' .  

5.5. LEMME.  Deux fibrks multiplicatifs C ~ et C 1 sont isomorphes si et seulement si 
ils sont homotopes. 

Dkmonstration. Soient C ~ et ~1 deux fibrrs multiplicatifs homotopes. Sans re- 
streindre la grnrralitr, on peut supposer que E ~  E 1 par transport de structure. 
Puisque chrD (t) = do)(t) mod F', on a 

og!Uo) = 09~o) + ch,D(t) 
= 0  

pour u = Uo flx~; donc o9~ 1) = 09~o) + S~=o ch~ D(~ off D (~ = D~ t) est une homotopie de 
D O ~ D I. On a par aiUeurs l 'homotopie 'affine' D~o ~ = (1 -- t)D ~ + tD 1. Posons alors 
D(o = ( 1 -  u)D~ot)+ uD~ ~ et considrrons la forme diffrrentielle int~grable double (u) 
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~,(~) avec des notations ~videntes. Si on note 6 indiff~remment la 
diff6rentielle du complexe f~*(X) ou celle par rapport ~ X du complexe 
R[t, dt, u, du] | f~*(X), on a donc 

,(/~ ;u i ~(ch O~tu)));u~((_dl (t) = = - d~)(ch D(,)) 
t) 

Puisque D~ = D ~ et D O = D O les deux derni~res int6grales sont nulles (elles ne 
contiennent pas du) et on obtient donc 

r r' 6o5 -- ch D~ o - ch Dg ~ = ch D(O - | o,/71). 
.It d t = O  

Ceci d6montre que les fibr6s multiplicatifs C ~ et C 1 sont isomorphes. 
R6ciproquement, si C ~ et  ~1 sont isomorphes, on peut encore supposer 

que E ~ = E1 et poser Dt = (1 - t)D~ + tD 1 ainsi que 09' = o9~ + 

~ = o c h ( ( 1 - u ) D ~  On a bien alors c h D t - c h D ~ 1 7 6  soit 

ch~ D'  ~ d09tr mod F ~ dans R[t, dr] | t2*(X ). 

5.6. A partir de maintenant, nous aUons supposer que les sous-complexes F 
v6rifient la condition suppl+mentaire F~F'~ F ~+ ~. Cette condition va permettre de 
d6finir le produit tensoriel C |  des fibres multiplicatifs C =(E ,D ,  09) et 
~' = (E', D',  09') comme le fibr6 multiplicatif (E", D", 09") avec E" = E | E', 
D " = D | 1 7 4  09"=09,, d 0 9 ' + a ^ 0 9 ' + 0 9 ^ ~ '  et c h D = d 0 9 + ~ , c h D ' =  
d09' + ~'. 

5.7. THEOREME.  Le produit tensoriel des fibrbs multiplicatifs induit une structure 
d'anneau commutatif sur le groupe MK(X).  

Dbmonstration. On v6rifie d 'abord que 

ch.(D") = ~ ch~(D),, chs(D') 
r + s = n  

= ~ (d09~ + a~)^ (d09~ + a'~) = ~ d(09,A d09~ + 09~Aa~ + ~A09.~) 

modulo F" (car FSFS c Fr+ 0. D'autre part, si ~0 et C 1 sont isomorphes, ils sont 
homotopes. I1 en est de m~me de C~174 ' et 41| ' qui sont donc isomorphes 
d'apr6s le lemme pr6c6dent. On d6montre de m~me que ~ | 4 '0 et r |  '~ sont 
isomorphes si C '~ et C'1 le sont. Enfin, 09" peut aussi s'6crire 
09'~ d 0 9 + ~ ' ~ 0 9 + 0 9 ' ~ m o d ,  les formes exactes, ce qui montre que C' |  est 
isomorphe ~t ~ | r Enfin, un calcul direct montre que 

(~o r ~,) |  (~o| ~,) r174 4') 
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et que 

(~ | ~') | ~" ~ ~ | ( ~ ' |  ~") 

(el. 5.8 pour  les d6tails). Done M K ( X )  est bien un anneau commutatif .  

5.8. Afin de formaliser davantage la d6monstration pr6e6dente, introduisons le 
groupe interm6diaire F(X) suivant: il est form6 des couples (u, co) oO u est une 
somme de formes diff6rentielles ferm6es de degr6s pairs sur X et off co est une 
somme de formes de degr6s impairs, consid6r6es rood. les formes exaetes, telle que 
ur - dcor mod F r (ur ~ ~'~2r(x), (-Dr e ~2r-- I(X)/B2r- I(X))" On peut alors d6finir un 

'cup-produit '  sur F(X),  not6 w, par  la formule suivante 

(u, co)u (u', c0') = (u ̂  u', co^ do)' + co^ ~ '  + a^ co') 

avec u = a + de) et u '  = ~ '  + do)'. L'associativit6 de ce cup-produit  peut 6tre v6rifi6e 

par  le calcul suivant qui est facile, mais fastidieux 

[(u, c o L ( u ;  co ' )L(u",  co") 

= (u^ u ' ,  oJ ̂  dco' + co ̂  ~ '  + ~ ̂  co ' L ( u " ,  co") 

' " dco'^ d c o " + c o ^ ~ ^  + ~ ^ c o "  dco"+co^ dco^~ + = ( u ^ u ^ u  ,co^ " do)" " " 

+ co ̂  a '^ a" + a ~ co'~ ~" + a^a '~co") .  

Par  ailleurs, 

(u, coL[(u ' ,  co 'L(u" ,  co")] 

' " ' dco . . . .  ' = (u, coL(u ^ u , co^  + co ^ ~ + ~'~ co ") 

= ( u ^ u ~ u " , c o ^  dco'^ dco" + co^ dco'^a"+co^ct'^ dco" + ~^co'^ do ) "+  

+ a^co'^a" + a^a2co"  + co^a~a") ,  

ce qui conduit bien au m~me r6sultat. II est clair que F(X) est un anneau dont 
l'616ment unit6 est (1, 0) (ear F ~ = D*(X)). 

5.9. Sur l 'anneau gradu6 F(X) des "op&ations d 'Adams"  ~k  peuvent &re aussi 

d6finies: ~k  est la multiplication par  k" sur les couples (u, co) tels que u soit de degr6 
2n. Ces op6rations wk v6rifient les relations usuelles 

tFk(x + Y) = udk(x) + udk(y), qflk(xy) = qflk(x)~k(y), ~k(Vt(X)) = tFkt(X) 

(comparer  avec [18]). On en d6duit une structure de 2-anneau sur l'alg6bre gradu6e 
F(X) ,  structure d6finie par  des op6rations purement alg6briques d'apr6s le forma- 
lisme d6velopp6 dans [18] par  exemple. On a ainsi 

2~ = 1, 

2 ~(x) = ~I'l(x) = x, 

x ~ _ tW(x) 
,V(x) - 2 

e t c . . .  
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D'autre part, si E est un fibr6 vectoriel muni d'une connexion D, on peut munir 
E | E |  �9 | E (k facteurs) d'une connexion A d6finie par 

A = D | 1 7 4 1 7 4 1 7 4 1 7 4 1 7 4 1 7 4 1 7 4 1 7 4  

dont la courbure est 

R | 1 7 4 1 7 4  + l | 1 7 4 1 7 4  + . - . +  l |  1 | 1 7 4  

(R 6tant la courbure de D). Cette connexion et cette courbure sont invariants par 
l'action du groupe sym6trique ~k. Le caract6re de Chern de ,~k(E) (en tant que 
forme diff6rentielle) se calcule donc formeUement fi partir des fonctions sym6triques 
616mentaires des 'valeurs propres' de R, c'est-fi-dire par un polyn6me universel en la 
trace des R;. En utilisant le principe de scindage en cohomologie (of. [18] par 
exemple), on en d6duit que chr(~k(E))= krch,.(E) et ch(2k(E))= Xk(ch E) en 
d6signant par 2 k l'op6ration sur la Q-alg6bre Zp~i~(X) des formes diff6rentieUes 
ferm6es de degr6 pair d6duite des tW. 

En r6sum6, si ~ = (E, D, o2) est un fibr6 multiplicatif, on peut poser 

2k(~) = (2k(~) __ (2k(E), 2k(D), ak) 

O5 )~k(D) est induite par D | 1 7 4 1 7 4 1 7 4 1 7 4  et off a k est la 
deuxiSme composante de 2k((ch D, o2)) dans F(X). En utilisant de nouveau un 
argument d'homotopie comme en 5.7, puis en passant au groupe de Grothendieck 
suivant un procSd8 8prouv6 (cf. [18]), il en rSsulte que les ;L k sont des opSrations 
bien d~finies sur MK(X) .  Ainsi MK(X)  est un 2-anneau, l 'homomorphisme 
M K ( X )  --)MKt~ 6tant un homorphisme de 2-anneaux. 

5.10. En transposant 4.11 dans le cas stable, des groupcs M K , ( X ) - -  
K e r ( M K ( S ' •  X ) - ) M K ( X ) )  peuvent 8tre d6finis de la mSme mani6re. Par un 
proc6d6 lfi aussi 6prouv6 (cf. [ 18], w par exemple), un cup-produit anticommutatif 

MK,, (X)XMKp(X)  ~ MK,, +p(X) 

compatible avec le produit en K-th6orie topologique peut 6tre d6fini. On a enfin la 
suite exacte 

Ktn~ l (X)  ---) ( ~  H 2r -1 - n([,],(X)/F r) ...> M K , ( X )  --) Kt,~ 
r 

{~  H 2r- .([~*(X)/Fr). 
r 

6. Definition des classes caract6ristiques 

6.1. Reprenons les conventions de la fin du paragraphe pr6c~dent sur les sous- 
complexes Fr: on a done F ~  ~*(X) et FrF s ~ F r+s. Nous supposons 
maintenant un peu plus, fi savoir que F r est associ6 fi un faisccau U ~ Fr(f~*(U)) 
de f~*-modules. Soit ~ le faisceau d'anneaux d~fini par f ~ (9(U) .~  d f  ~ F t ( ~ ( U ) ) .  
Un fibr~ vectoriel de rang nes t  dit 'partiellement plat' s'il d~finit un ~16ment de la 
cohomologie non ab~lienne H~(X, GL,((9)). On remarquera que cette d~finition ne 
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fait intervenir que le sous-complexe F 1 et qu'elle se grn~ralise de mani~re 6vidente 
fi d'autres groupes de Lie que GL n. 

De manirre plus precise, un tel fibr6 est drfini par des fonctions de transition gji 
telles que leurs diffrrentielles dgy; aient leurs coefficients dans F t. Si E (resp E') est 
reprrsent6 par des fonctions de transition gy~ (resp g~i), un morphisme ~:E--* E'  
est reprrsent6 par des matrices (~;) telles que g~i~t = ctjgji avec les d~i ayant leurs 
coefficients dans F 1. I1 convient de noter que cette d6finition de morphisme est 
aussi valable pour E et E '  de rangs diff~rents. En suivant Grothendieck, la 
K-throrie correspondante, notre K(X; Ft), ou simplement K(X), peut &re drfinie 
comme le quotient du groupe libre engendrre par les fibrrs partiellement plats par 
le sous-groupe engendr6 par les relations [E] = [E'] + [E"] associres aux suites 
exactes 

O ~ E ' ~ E ~ E " ~ O .  

6.2. EXEMPLES. Si F t =  0, la catrgorie de tels fibrrs est la categoric des fibrrs 
plats. Si X est une varirt6 analytique complexe et si F" est la filtration de Hodge, 
la catrgorie est celle des fibrrs holomorphes. Si X est une varirt6 feuilletre et F 1 le 
sous-complexe engendr6 par les diffrrentieUes transversales, la cat+gorie est ceUe 
des fibrrs feuilletrs (c'est-fi-dire plats le long des feuilles). 

6.3. Soit E un fibr~ drfini par des fonctions de transition gji avec dgj~ e F t. 
D'apr~s le w une connexion D sur E est drfinie par des matrices Fi de formes 
diff~rentielles de degr6 1 sur U~ telles que F~ = g j71 dgy~ + gy7 ~ Fjgj~. On dit alors 
que D est une connexion de Bott si les coefficients de F~ sont darts F t. Le fibr6 E 
peut toujours &re muni d'une connexion de Bott: il suffit de poser 
Fi = Z 2 k g ~  t dgk~ off (2k) est une partition de l'unit6 associ6 au recouvrement 
(U;). Si D est une connexion de Bott, chr(D) e U.  

6.4. LEMME. Soient D O et D ~ deux connexions de Bott sur le fibr~ partiellement 
plat E. Alors les fibres multiplicatifs (E, D ~ O) et (E, D ~, O) sont isomorphes. En 
particulier, ils dkfinissent le m~me klkment de MK(X).  

DOmonstration. II suffit d'utiliser l 'homotopie ( 1 -  t )D~ tD t et d'appliquer le 
lemme 5.5. 

6.5. Soient E et E '  deux fibrrs vectoriels de base X drfinis par des fonctions de 
transition g~ et  gji respectivement. Soient D et D '  des eonnexions de Bott sur E et 
E '  et soit ct : E --* E'  un isomorphisme de fibrrs compatible avec F ~ (i.e. reprrsent6 
localement par des matrices ~; telles que g j ~  = ~g~ et d~; e F1). 

6.6. THEOREME. Avec les notations prbc~dentes, les fibrbs multiplicatifs (E, D, O) 
et (E', D', O) sont isomorphes. En particulier, ils d~finissent le m~me OlOment de 
MK(X).  

Dbmonstration. La matrice de la connexion ~*(D') est drfinie en coordonn~es 
locales par ~7 t d~i + ~71F;~i qui est bien h coefficients dans F ~. Done (E, D, 0) et 
(E', D', 0) sont isomorphes d'apr~s le lemme prrcrdent. 
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6.7. THEOREME.  La correspondance E ~ d(E, D, 0 ) =  [E], of~ D est une con- 
nexion de Bott sur E, induit un homomorphisme du groupe de Grothendieck K(X)  vers 
le groupe de K-thdorie multiplicative MK(X) .  

Ddmonstration. II suffit de dtmontrer  rassertion suivante: si 

O ~  E ' - ~  E S--~ E" ~ O  

est une suite exacte de fibrts partiellement plats, on a la relation [E] = [E'] + [E"]. 
Avec des notations 6videntes, on peut 6crire 

gj~cti = %g~/ et g~fli = fljgj~. 

Soit maintenant 7 un scindage C ~ de la suite exacte prtctdente dtfini par un inverse 
/t droite de fl et soit u : E ' ~ E " - ~ E  risomorphisme dtfini par la matrice 
ui = (~, ~).  Donc u -~ est reprtsentd par la matrice 

u r l =  /~; 

ofl th est l'inverse ~t gauche correspondant de ct~. Nous avons ainsi les relations 

a i )  = 1, soit + ygfl; = 1, o~io" i 

et 

( '~ /~, ( c t , )  = , soit trial = 1, tr,?, = 0, fl;ctl = 0, 

et/~i7, = 1. 
Si D est une connexion de Bott sur E d4finie par une matrice Fi ~ coefficients dans 

F 1, la connexion image r6ciproque u*(D) est reprtsent~e par la matrice 
A i = u i  1 du~ + ui-lF~ug. La matrice u,. --1 dui s'4cfit 

avec fli d'~i  = -dfl iYi ~ F1. Ainsi A/s ' tcr i t  

(:: 
avec a,., c i et ee E F 1. Cette connexion A n'est pas un connexion de Bott mais son 
caractdre de Chern est 6gal ~i 0 modulo la filtration (car A~ est triangulaire 
suptrieure modulo F~). Par suite, le m~me argument d 'homotopie que celui utilis6 
dans la dtmonstrat ion du lemme 6.4 montre que [E] = [E'] + [E"]. 

6.8. REMARQUE.  Beaucoup d'arguments prtctdents se gtntralisent ~ la K- 
thtorie multiplicative instable. De manidre prtcise, si G est un groupe de Lie, un 
G-fibr6 E est dit partiellement plat si la difftrentielle des fonctions de transition 
'appartient a F ~, c'est-A-dire si dgji: f~(G) ~ fl~(Ui,~ Uj) a une image contenue dans 
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F'(f~(U+~Uj)). De tels fibr6s sont classifi6s par des groupes de cohomologie non 
ab61ienne H~(X;G) off G est le faisceau en groupes d6fini par G ( U ) =  
{f: U - o G I d f r  S i p  est une s6rie invariante, la m~me m6thode permet de 
d6finir une application H~(X; G) ~ MKC~ qui g6n6ralise darts un certain sens le 
th6or6me 6,6. 

7. Relation avec l'homologie cyclique 

7.1. Soit A une k-alg6bre avec k anneau commutatif de caract6ristique 0. En 
suivant [19], nous d6finissons une quasi-rbsolution de A comme une alg6bre 
diff6rentielle gradu6e f~.(A) telle que Do(A)= 0. L'homologie de De Rham non 
commutative H , (A)  de l'alg6bre A (relativement fi la quasi-r6solution) est l'ho- 
mologie du complexe 

0 + ~o(a )  + ~ , ( A )  + . . . - ~  n . (A)  - ~ . . . .  

en posant ~ , (A)=~ , (A) / [ I '~ , (A) ,  ~,(A)], quotient de II,(A) par le k-module 
[I),(A), I),(A)] engendr6 par les commutateurs gradu6s. Si ~ , (A)  est l'exemple 
'universel' (cf. [9] [19]), on a 

B 
~q, (A) = Ker(HC, (A) ----o Hn +, (X, A)) 

off HC,(A) d6signe l'homologie cyclique r6duite (cf. [19], th. 2.15). 

7.2. Rappelons aussi que darts ce formalisme, une connexion sur un A-module 
projectif fi droite E est un homomorphisme k-lin6aire D : E o E  | ~1(A) tel 
que D(s2) = D ( s ) 2 + s |  Une connexion s'6tend ais6ment au f~.(A)- 
module E | f~*(A) par un homomorphisme k-lin+aire (not6 encore D) tel 
que D(sco') = D(s)co" + ( - 1)deg(S)S | dco'. La courbure R : E | f~*(A) --* 
E @A ~,+2(A) est d6finie comme la compos6e D 2 de D par elle-mSme. La courbure 
est un homomorphisme ~.(A)-lin6aire. Le 'caractSre de Chern' de E muni de 
la connexion D, soit ch,(E, D), est d6fini comme l/n! Trace (R') ~ fizz(A): c'est 
un cycle darts le complexe ~ . (A)  et sa classe d'homologie dans /-I.(A) est 
ind6pendante du choix de la connexion D (cf. [19], w pour les d6tails). Le caract6re 
de Chern d6finit un homomorphisme additif oh, : K0(A) --* H2,(A) intimement li6 au 
caract6re d6fini ind6pendamment par A. Connes dans le cadre de l'homologie 
cyclique [9, 19]. 

7.3. Pour chaque entier r supposons maintenant donn6 un sous-complexe F r du 
complexe ~ . (A)  tel que d(F r) c F r. On d6finit un A-module multiplicatif 

= (E, D, co) comme un A-module E avec une connexion D et une suite 
co = ( c o , , . . . ,  co . . . . .  ), avec co~ E ~2.--I(A), tels que chr(E, D) = dco, rood. F r. Les 
morphismes de A-modules multiplicatifs se dSfinissent comme en 4.2. Le groupe de 
Grothendieck de la cat6gorie des modules multiplicatifs sera not+ MK(A) (les 
sous-complexes P &ant sous-entendus). 
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7.4. THEOREME.  On a la suite exacte 
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K, (A) ~ H 2" - ' ( • ,  (A)IF')  ~ MK(A)  -~ Ko(A) ~ I-I H z ' ( ~ ,  (A)/F 0. 
1 1 

Ddmonstration. La d6monstration de ce th6or~me est en tout point analogue 
celle du th6or+me 5.3. Les homomorphismes s'explicitent de la m~me mani6re. 

7.5. Suppons maintenant que les sous-complexes F" soient induits par des sous- 
complexes F r du complexe f~,(A) v6rifiant F ~  et F ' .  F ' c F  r+~. Une 
connexion D sur un A-module E est dite alors partiellement plate si la courbure 
R : E --* E | f~2(A) se factorise g travers E |  Flfl2(A) dans le diagramme 

R 

E , E | g'~2(A) 

\ / 
E | Flf~2(A) 

On peut d6finir alors une nouveUe cat6gorie Cg(A) de A-modules: les objets sont les 
A-modules E munis de connexions D partiellement plates. Un morphisme 
ct : (E, D ) ~  (E', D') est un homomorphisme de A-modules sous-jacents (not6 en- 
core e) tel que le diagramme suivant commute 

~t 

E ~E '  

~ ~ 
E | ~1 A E'  | f/1A 

l 1 
E | ~ I A / F  l , E' |  ~ l A / F  1 

Une suite 

0 ~ (E', D') ~ (E, D) ---* (E", D") ~ 0 (s) 

de cette cat6gorie est dite exacte si la suite de modules sous-jacents est exacte. On 
note G(A) le groupe de Grothendieck de cette cat6gorie Cg(A) (le sous-complexe F ~ 
6tant sous-entendu): c'est le quotient du groupe libre engendr6 par les objets de 
cette cat6gorie par le sous-groupe des relations [El = [E'] + [E"] pour toute suite 
exacte (S) de cette cat6gorie. 

7.6. EXEMPLES. Soit X une vari6t6 C ~, f ~ , ( A ) =  f~*(X) son complexe de De 
Rham r6el, F r = 0 pour r > 0. D'apr6s le th6or6me de Frobenius, il est bien connu 
que la cat6gorie pr6c6dente est 6quivalente ~ celle des fibr6s plats (les sections 
localement constantes s &ant d6finies localement par l'6quation diff6rentielle 
Ds = 0). Plus g6n6ralement, si X est une vari6t6 feuillet6e de codimension q, 
c'est-it-dire d6finie localement par des formes diff&entielles ind6pendantes 
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o91, r  COq telles que doh = Z 2~Aogj, la filtration F r du complexe de Rham 
associ6 est l'id6al engendr6 par les produits d'au moins r-formes ~o i (donc 
F r =  (F~)r). Les feuilles du feuilletage sont les sous-vari6t6s de codimension q sur 
lesqueUes les formes ~Ol, co2, . . . ,  (Oq s'annulent simultan6ment. Toujours d'apr6s le 
th6or6me de Frobenius, la cat6gorie pr6c6dente r est alors 6quivalente ~ celle 
des fibr6s feuillet6s, c'est-~-dire des fibr6s d6finis par des fonctions de transition 
localement constantes le long des feuilles (comparer avec 6.2). I1 faut noter ici les 
cas extr6mes q = 0 (fibr6s plats) et q = dimension de la vari6t6 (fibr6s vectoriels 
usuels). 

7.7. EXEMPLE. Dans un autre ordre d'id6es, soit X une vari6t6 analytique 
complexe et soit F r la filtration de Hodge associ6e au complexe de De Rham 
complexe. Une cons6quence imm6diate d'un th6or6me d 'Atiyah-Hitchin-Singer  
[2] est que la cat6gorie ~(A) est 6quivalente ~t ceUe des fibr6s holomorphes. En 
particulier, le groupe G(A) est isomorphe au groupe de Grothendieck K(X) 
(comparer avec 6.1). Si X est une vari&6 alg6brique projective complexe, la 
cat6gorie Cg(A) est m~me 6quivalente ~ ceUe des fibr6s vectoriels alg6briques 
d'apr6s un th6or6me classique de Serre [24]. Le groupe K(X) est donc bien celui 
utilis6 par Grothendieck dans sa d6monstration du th6or6me de Riemann-Roch 
(cf. [5]). 

7.8. THEOREME. fl tout objet (E, D) de la cat~gorie ~(A) associons le fibrb 
multiplicatif (E,D,O). Alors cette correspondance induit un homomorphisme 
G(A) ~ MK(fl) avecla factorisation 

G(A) , MK(A) 

\ / 
K(A) 

Dkmonstration. Elle est analogue ~ celle du th6or6me 6.7. 

7.9. Comme annonc~ dans l'introduction, des applications de ce th6or~me seront 
donn6es dans une publication ult~rieure. 

Appendice A. Anneau des repr6sentations et polynSmes invariants associ6s 
un groupe de Lie compact connexe 

A. 1. Soit G u n  groupe de Lie compact. Dans cet appendice, on d6signe par Ik(G) 
le ff~-espace vectoriel des polyn6mes invariants de degr6 k sur l'alg6bre de Lie ft. Le 
produit direct 1-IIk(G) est not6 I**(G): c'est un anneau commutatif pour le produit 
6vident lk(G) x lt(G)~Ik+t(G). D'autre part, R(G) est l 'anneau des repr6senta- 
tions unitaires de G: c'est l 'anneau de Grothendieck associ6 fi la cat6gorie des 
repr6sentations p : G ~ U ( n ) , n  = 1, 2 . . . . .  On d6finit un caract&e de Chern 
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chk: R(G)--+ Ik(G) en associant fi toute repr6sentation p:G-+  U(n) le polyn6me 
invariant 

p" a k 
, OU(n) , R, 

oll p" est l'application tangente et o5 ak(X) = (1/i k) Trace (Xk). 

A.2. THEOREME. On a le diagramme commutatif suivant d'homomorphismes 
d" anneaux 

ch. 
R ( 6 )  , I**(G)  

ch 
K ( B 6 )  - , H * * ( B 6 )  

of* • est l'homomorphisme ddfini par Atiyah-Hirzebruch [1], t~ est l'homomorphisme 
de Chern- Weil et ch le caract&e de Chern topologique (convenablement normalisO). 

Ddmonstration. C'est une cons6quence imm6diate des d6finitions donn6es dans le 
w 

A.3. D'apr~s un th6or6me de Henri Cartan [13], 0 est un isomorphisme pour tout 
groupe de Lie compact. Des exemples simples montrent par aiUeurs clue ch , ,  ~) et 
ch ne sont pas des isomorphismes en g6n6ral. Nous allons voir cependant, qu'apr6s 
une compl6tion convenable, ch,  : R(G) --, I**(G) peut se transformer en un isomor- 
phisme. De mani~re pr6cise, soit (_0(G) - -Ker (R(G)~  Z) l'id6al d'augmentation et 
soit 

R(G) A = lim R(G) a/(9(G) ~n 

avec 

R(G)u = R(G) (~  ~ et (9(G)R = (9(G) (~) R. 
Z Z 

Il est clair que ch,  induit un homomorphisme ch ̂  �9 R(G) A --, I**(G) (car I**(G) est 
complet). 

A.4. THEOREME. Si G est un groupe de Lie compact connexe, ch ̂  est un 
isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques. 

Ddmonstration. D'apr~s Atiyah-Hirzebruch [1] et Dupont [13], on a le dia- 
gramme commutatif suivant (o5 T d6signe un tore maximal et W le groupe de 
Weyl). 

R(O)~ , I**(G) 

1 1 
R(T)~  w ,X**(T) w 

I1 est d6montr6 dans ces deux r6f6rences que les fl~ches verticales sont des isomor- 
phismes. Puisque W e s t  un groupe fini, on est ainsi ramen~ ~t d6montrer que 
R(T)A~-I**(T) et meme seulement R(SI)A~-I**(S l) en d6composant T e n  
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produit. I1 est bien connu que R(S ~) ~_2~[t, t - l ]  et que c h ( t ) = e  ~ si on 6crit 
I**(S ~) = ~[[x]]. Puisque l'id6al engendr6 par  e ~ - 1 coincide avec l'id6al engendr6 

par  x dans ~[[x]], le th6or6me s'en d6duit. 

A.5. C O R O L L A I R E .  Soit P ~lk(G) un polyn6me invariant. Alors il existe 
p ~ R(G)R tel que chk(p) = P. 

Ce r6sultat nous am6ne ~i formuler la conjecture suivante: 

A.6. C O N J E C T U R E .  Soit G u n  groupe de Lie connexe (non n6cessairement 
compact)  et soit P e Ik(G). I1 existe alors une alg6bre de dimension finie A et une 
repr6sentation p : G --.A* telle que P(X) = dp(p'(X) k) avec ~b ~ HC~ groupe de 

cohomologie cyclique de dimension 0 de A, p '  6tant l 'application lin6aire tangente 

de p. 

Appendice B. Comparaison entre la K-th~orie multiplicative instable et la 
K-th6orie multiplicative stable 

B.1. Soit G, le groupe GL,(k) ,  k = • ou C; soit P l e  caract~re de Chern ' total '  

c h 0 + c h ~ + - " + c h , + ' "  et soit P ,  le caract6re de Chern ' tronqu6' 
ch0 + chl + " "  + ch,. Avec les notations de 4.6 et 5.1 et les hypoth6ses de 5.6, on 
va construire un diagramme commutat i f  de suites exactes (E,)  et (E) 

(E,)  IX, G,] --, ~ )  H 2r- '(f~*(X)/FO ~ MKP'(X) --.[X, BG,] --. E) H2r(f~*(X)/F r) 
1 r=l~ 16,1 ~. r~c~ 

(E) [X, an] --# ~ H 2r - l(~-~*(z~)/Fr) --~ MKP(X) -~ IX, BG.] - ,  (~  H 2 ~ ( n * ( X ) / F O  
r~l r=l 

Pour comparer  les suites exactes (E,)  et (E), il convient de faire la remarque 
alg6brique suivante. Si R e s t  une matrice carr6e d 'ordre n ~ coefficients dans un 
anneau commutatif ,  c h i ( R ) =  (1 / i ! )Tr(R ' )  s 'exprime pour  i >  n comme une fonc- 
tion polynomiale explicite Pi(xl, x2 . . . .  , x,) des x~ --Chr(R) pour r ~< n. En appli- 
quant cette remarque ~ la matrice de courbure d'une connexion D sur un fibr6 de 
rang n, on va en d6duire l 'application �9 cherch6e. 

De mani6re plus pr6cise, consid6rons un fibr6 multiplicatif (E, D, ~o) d6finis- 

sant un 616ment de MK'%(X). On a donc chr(D ) = doa~ + at avec 
a~ ~ F ,  r = 0, 1, 2 . . . . .  n. Pour lui associer un 616ment de MKe(X), on 6crit le 
polyn6me Pi(xl . . . . .  x,) d6fini plus haut comme somme de mon6mes de la forme 
2 j x j x y 2 . . . x j .  Remplaqons maintenant chaque x~ par  le couple ( x ,  o9~) regard6 
comme 616ment du groupe F(X) d6fini en 5.8 (avec x~ = ch~(D)). En utilisant la loi 
d 'anneau commutat i f  de F(X), on volt que P~(x~ . . . . .  x~) = d~o~ off ~ot est une 
forme diff6rentielle explicite bien d6finie modulo B*(X) et F~K~*(X). On pose alors 

�9 (d(E, D, o91 , . . . ,  c%)) = d(E, D, 091, o92 . . . . .  o . ,  c%+ l , .  �9 .) 

avec des notations 6videntes. D'apr6s un argument d 'homotopie  analogue ~ celui 
d6crit en 5.5, 4) est bien d6finie comme application de MKe.(X) vers MKe(X). 
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L'appl ica t ion  ~b I (qui n 'est  pas un h o m o m o r p h i s m e  de groupes)  est obtenue par  
un processus alg6brique analogue:  il suffit de poser  x~ = do)r (soit  ~, = 0) dans les 

formules.  De  mani6re plus pr6cise, ~bt est l ' identit6 sur les n premi6res composantes .  
Si i > n e t  si on exprime Pj c o m m e  somme  de m o n 6 m e s  c o m m e  ci-dessus, la i ~me 

composan te  de ~'1(o)1 . . . .  , o ~ )  sera la somme  des m o n 6 m e s  cor respondants  
'bo)JlA do)J2A" " "A d % .  

B.2. E X E M P L E .  Supposons  que n = 1. On a alors 

1 o)2 = ~O)IA do)l, o)3 = IO)IA d ~ l A  dO)l, etc . . . .  

On verra  dans un article suivant  celui-ci c o m m e n t  l ' invar iant  de G o d b i U o n - V e y  des 
feuilletages de codimension 1 rentre naturel lement  dans ce cadre. 

B.3. Plus g6n6ralement,  consid6rons une s6rie quelconque Q = Qo + 
Q~ + .  �9 �9 + Q~ + .  �9 �9 of  1 Q~ = QfiXl, x2, �9 � 9  x~) est un po lyn6me  isobare de poids s 
(x; &ant  de poids  i). I1 existe alors un autre  d i ag ramme c o m m u t a t i f  

[X, G,] ~ ~ )  H 2s- I(n*(X)/F') ---* MKe.(X) ---.)[X, BGn] --'4 ~ H2"([I*(X)/F ") 
s = l  s = l  

1~ 
[X, G.] ---) (~  H E'- '(a*(X)/F') ---) MKQ(X) ---) [X, BG,,] ---) (~  HZ'(fl*(X)/P) 

s = l  s = l  

(noter  l 'absence d 'une  derni6re fl6che verticale). Pour  le construire,  on proc~de 

c o m m e  en B.I:  la s6rie Q peut  s'6crire c o m m e  s o m m e  de m o n 6 m e s  ).jxy~ �9 �9 �9 xyp et 
il faut  remplacer  chaque x, par  le couple (Xr, O)~) ~ F(X)  avec x~ = Chr(D), r ~< n. I I  
vient alors Q~(ch D) = d ~  oil o5~ est une forme diff6rentielle de degr6 2s - 1, d6finie 
de mani6re explicite modu lo  les formes exactes et le sous-complexe F ~ et on pose 

O(d(E,  D, o))) = d(E, D, ~5) 

Appendice C. Classes caract~ristiques primaires et secondaires de fibr6s 
multiplicatifs 

C.1. Dans  cet appendice nous nous pla~ons pour  fixer les idles dans  le cadre  de la 
K-th~orie  multiplicative stable (P ~tant le caract~re de Chern  total). Si (E, D, o)) est 

un fibr~ multiplicatif ,  Chr(D ) - -  do) res t  une forme ferrule de degr6 2r appa r t enan t  au  
sous-complexe F .  Avec cos notat ions,  on a le th~or~me suivant: 

C.2. T H E O R E M E .  La correspondance (E, D, w ) ~  c h , ( D ) -  do) r induit un homo- 
morphisme de MK(X) vers H2r(Fr) tel que diagramme suivant commute 

/~ l~  ) ~ H 2r - l ( [ - ~ * ( Y ) / f r )  ----> MK(X) , K t ~  ~ ~ H 2 r ( [ ' ~ * ( X ) / F  r) 

I o I I 
$ H 2r- ~(X) -* ~) H2r- l ( [ ' )* (X) /F  r) --~ ~) H2~(F r) ~ ~) H2r(x )  --~ ~) HE'(~*(X)/F). 



MK(X)  

@ H2~(F r) 

est claire. 
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Dbmonstration. Si deux fibr6s multiplicatifs (E~176 ~ et (EI, D~,o9 I) sont 
isomorphes, ils sont homotopes (5.5). Par cons6quent, les deux formes diff6rentielles 
Chr D O - &o ~ et chaD ~ - d ~  sont homotopes et par suite cohomologues (ceci n'est 
qu'une variante du lemme de Poincar6). I1 s'en suit imm6diatement que l'homomor- 
phisme MK(X)  ~ ~3 n2r(F0 est bien d6fini. 

La commutativit6 du diagramme 

> g t ~  

, ~ H2r(x) 

Par ailleurs, si oJ e f F  r-  I(X)/Fr telle que dco e F r, l'616ment de K-th6orie multi- 
plicative associ6 est (T, d, ~ o ) -  (T, d, 0) off T est le fibr6 trivial et d la connexion 
triviale. D'apr6s la d6finition de l'op6rateur bord en cohomologie, il en r6sulte 
imm6diatement que le diagramme 

�9 H 2r- '(f~*(X)/F9 ~ MK(X)  

�9 H zr- l(n*(X)/Fr) ~ �9 H2r(Fr) 

est commutatif 6galement. 

C.3. Les 616ments de ~ HZr(F ") associ6s aux fibr6s multiplicatifs sont appel6s 
classes primaires. On obtient des classes seeondaires pour des ~16ments de classe 
nulle dans Kt~ Ces classes appartiennent au groupe quotient 

H 2r - I(~,(X)/FO/Im(K~op(x))" 
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