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Feuille d’exercices nř8

Opérateurs de Hecke
(suite)

Exercice 1. On reprend les notations de l’exercice 3 de la dernière feuille pour l’appliquer à
Γ = SL2(Z), G=GL2(Q)+ et Mk le C-espace vectoriel des formes modulaire de poids 2 k sur un
sous-groupe discret Γ′ de SL2(Q).

a) Montrer que Mk est bien un Z[G]-module.

b) Montrer la décomposition {γ ∈M2(Z): det γ = p}=Γ
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c) Interpréter la décomposition précédente en terme de réseaux.

d) Comparer l’action de Γ
(
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)

Γ et celle de T (p).

Exercice 2. Montrer que la fonction ∆= (2 π)12 q
∏

n>1 (1− qn)24 est une fonction propre des

opérateurs de Hecke T (n). Donner d’autres exemples de formes cuspidales propres.

Exercice 3. Soit k > 2. Montrer que l’espace des formes cuspidales de poids 2 k pour SL2(Z)
possède une base formées de formes f(τ) =

∑

n>1 an q
n telles que amn= am an pour tous m, n>

1 premiers entre eux.

Exercice 4. Soit k > 2 un entier. On considère la série d’Eisenstein Ek(τ ) = 1 +
(−1)k 4 k

Bk

∑

n>1 σ2k−1(n) q
n, où q=e2iπτ . Montrer que sa série de Dirichlet est ζ(s) ζ(s−2 k+1).

Exercice 5. Soit k > 2 un entier, f =
∑

n>0 an qn une forme modulaire de poids 2 k pour

SL2(Z) et Lf(s)=
∑

n>1

an

ns
sa série de Dirichlet.

a) Montrer que, pour tout k> 2, σk(n) =O(nk).

b) Montrer que f est une forme cuspidale si et seulement si an=O(nk).

c) Montrer que Lf(s) est une fonction holomorphe sur le demi-plan Re(s)> 2 k.


