DYNAMIQUE DES APPLICATIONS RATIONNELLES DES
ESPACES MULTIPROJECTIFS

CHARLES FAVRE & VINCENT GUEDJ

ABSTRACT. We study the dynamics of rational mappings f of C* by
compactifying them in multiprojective spaces P"! x - .- x P"s. We focus
on maps of the surface P* x P'. We follow the approach of [Si 99] and
associates to any algebraically stable f an invariant positive closed (1, 1)
current. We then consider the existence of an f* invariant measure us-
ing the theory of pluripositive currents, and relates it to the measure
of Russsakovskii-Shiffman describing the distribution of preimages of
points. Our point of view enables us to treat new classes of examples:
we consider in particular polynomial skew products with varying de-
grees, and birational polynomial mappings of C2. We also describe the
compact convex set of f* invariant currents for monomial and birational
maps of C2.

INTRODUCTION

Ce travail a pour objet I’étude de l'itération des endomorphismes ra-
tionnels f de CF. 1l est naturel de considérer I’extension de ces applica-
tions & 'espace projectif complexe P* pour tirer profit de leur algébricité ;
c’est le point de vue qui a été adopté par tous les auteurs jusqu’a présent,
sous l'impulsion notamment des travaux de Fornaess et Sibony (voir [F-
S 94], [F-S 95] et [Si 99]). Un des premiers résultats de la théorie est
la construction d’'un “courant de Green”, c’est un courant positif fermé
de bidegré (1,1) dans P¥ dont le support concide -dans les bons cas- avec
I’ensemble de Julia et qui est invariant par f. Il faut cependant supposer
que 'application est “algébriquement stable”dans P, ce qui revient & dire
que deg(f7) = (deg f)?, o1t deg f désigne le degré algébrique de f.

Il semble difficile d’amorcer une théorie générale des endomorphismes ra-
tionnels de C¥ qui ne sont pas algébriquement stables dans P*. Nous avons
observé qu’il est parfois préférable de considérer 'extension de f dans une
compactification X différente de P¥. Une compactification de C* est la
donnée d’une variété complexe compacte X -que nous supposerons lisse,
projective- et d’un diviseur Y de X -non nécessairement irréductible- tels
que X \ 'Y est biholomorphe & C¥ (voir e.g. [P-S 91]). Nous considérons ici

le cas d’'un espace multiprojectif X = P™ x ... x P". De nombreux en-
domorphismes rationnels de C"1* " ne sont pas algébriquement stables
dans P17+ majs le sont dans X = P™ x ... x P" (voir définition 1.8

et proposition 1.9 ci-dessous). Nous construisons pour ces applications un
courant de Green et montrons qu’il possede des propriétés similaires a celles
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des courants de Green d’applications algébriquement stables de P* ; nous
nous appuyons de fagon essentielle sur le récent survey de Sibony [Si 98].

Il est notable que la plupart des endomorphismes rationnels f de C* que
nous considérons ne sont pas algébriquement stables dans P¥, ni méme bira-
tionnellement conjugués & des applications algébriquement stables de P¥. Le
premier degré dynamique A1 (f) (voir définition 4.1 et lemme 4.4) constitue
en effet un invariant par conjugaison birationnelle qui est nécessairement en-
tier si f est algébriquement stable dans P* ; nous étudions des applications
dont le premier degré dynamique est dans %Z[\/E] avec k € N.

Un de nos objectifs était de tenter de préciser la nature de la mesure
limite p1f construite par Russakovskii-Shiffman [R-S 97] qui rend compte de
Péquidistribution des points par image inverse (voir théoréeme 4.6). Nous
proposons une construction alternative qui permet d’exprimer jp; comme
la courbure d’un courant “pluripositif” (au sens de [Si 85]) qui ne charge
pas les ensembles pluripolaires. Cela nous permet de montrer que py ne
charge pas -en général- I'ensemble de normalité (théoreme 4.15) et qu’elle
est mélangeante dans le cas des produits croisés (section 6). Notons que
la construction de courants pluripositifs intervient également dans [G-S 99]
pour définir certaines mesures mélangeantes pour des automorphismes poly-
nomiaux de C*.

Par commodité, nous nous sommes restreints au cas ou X ne comporte
que deux facteurs et, trés souvent, au cas X = P! x P'. Nous avons en effet
préféré insister sur les nouvelles familles d’exemples que 'on peut traiter
ainsi, ce qui jusitifie I'importance relative des deux dernieres sections.

Détaillons a présent le contenu de l'article.

Apres avoir brievement rappeler la forme des endomorphismes rationnels
f des espaces multiprojectifs, nous introduisons dans la section 1 les notions
dynamiques fondamentales pour la suite: ensemble d’indétermination, ap-
plications algébriquement stables, ensembles de Fatou, Julia et de normalité.

Nous construisons le courant de Green Ty de f dans la section 2 (théoreme
2.2). C’est la limite de K 7 (f7)*(w) ot w est une forme de Kihler normalisée
et K est la plus grande valeur propre de la matrice des degrés de f. Le
courant Ty est a support dans ’ensemble de Julia -avec égalité si f est
normale (corollaire 2.7)- et ne charge pas les hypersurfaces (théoreme 2.8).
Il est extrémal dans le convexe compact Ky des courants positifs fermés S
de bidegré (1,1) sur X tels que f*S = K - S (proposition 2.4).

Dans la section & nous explicitons par des arguments d’estimées volu-
miques les éléments extrémaux du convexe Ky lorsque f = (z2w?, 27w?) est
une application monomiale de C? (théoréme 3.1). Ces estimations serviront
également a établir des résultats de convergence dans la section 7.

Nous rappelons dans la section 4 la définition des degrés dynamiques
Ai(f) due & Friedland [F 91]. Nous transportons dans P* x P! le résultat de
Russakovskii-Shiffman [R-S 97] qui assure, sous '’hypothese Aa(f) > Ai(f),
I'existence d'une mesure de probabilité ;1y et d’un ensemble pluripolaire £
dans P! x P! tels que

1
A2(f7)

(E) (f))"(ea) — ny, Ya € Pt x PY\ &,
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ou g, désigne la masse de Dirac au point a. Lorsque jy ne charge pas les
ensembles pluripolaires, (E£) implique que ¢ est mélangeante pour f (lemme
4.11). Nous montrons que py admet un potentiel continu pluripositif dans
I’ensemble de normalité et nous établissons des inégalités de Chern-Levine-
Nirenberg pour ces courants afin de montrer que py ne charge pas certains
ensembles pluripolaires. Cette technique sera appliquée notamment aux
produits croisés (section 6).

La section 5 traite le cas des applications polynomiales de C? qui admet-
tent une extension méromorphe algébriquement stable dans P' xP!. Lorsque
Papplication n’est pas un produit croisé, la fonction de Green (potentiel de
Ty) est continue et positive dans C2, c’est la fonction d’échappement vers
le point (0o, 00) qui est superattractif (théoreme 5.2). Nous exhibons des
exemples d’applications polynomiales non normales de C? pour lesquelles
un disque holomorphe est isolé dans leur ensemble de Julia.

Nous considérons dans la section 6 le cas des “produits croisés” poly-
nomiaux de C2, f = (P(2),Q(z,w)). Lorsque f n’est pas semi-linéaire,
nous montrons que la mesure limite p; est mélangeante, qu’elle admet des
exposants de Lyapunov strictement positifs et nous précisons certains as-
pects de la dynamique. La fonction de Green peut étre discontinue. Nous
obtenons les premiers exemples explicites d’applications polynomiales de
C? dont I’ensemble des points d’orbite positive bornée n’est pas fermé et
I’ensemble récurrent non borné dans C?. Des applications similaires ont été
étudiées par différents auteurs, nous nous sommes inspirés de Jonsson [Jo
99] qui considere le cas des produits croisés polynomiaux de C? admettant
une extension holomorphe dans P2,

La section 7 est consacrée a la dynamique des applications birationnelles
algébriquement stables dans P? ou P! x P!. Nous caractérisons tout d’abord
tous les courants T' positifs fermés de bidegré (1,1) t.q. f*T = A (f)T.
Etant donné S un courant positif fermé de bidegré (1,1), nous donnons une
condition optimale sur les nombres de Lelong de S pour que la suite de
courants A1 (f)77(f7)*S converge vers T (théoréme 7.6). La démonstration
s’appuie sur des estimées volumiques fines. Elle reprend les idées développées
par Bedford-Smillie ([B-S 91],[B-S 92]), Fornaess-Sibony ([F-S 92],[Si 98]) et
Diller [Di 96] qui obtiennent des résultats plus faibles de convergence. En-
fin nous étudions précisément la dynamique d’une classe H d’applications
birationnelles polynomiales de C2. Nous conjecturons que toute applica-
tion birationnelle polynomiale f de C? avec Ai(f) > 1 est conjuguée & un
élément de cette classe. Toute application de H se compactifie de maniere
algébriquement stable soit dans P2, soit dans P! x P!, et nous construisons
une mesure mélangeante qui lui est naturellement associée.

1. NOTATIONS, DEFINITIONS

Dans toute la suite, X désignera un espace multiprojectif complexe, i.e.
un produit d’espaces projectifs complexes. Pour simplifier les notations,
nous nous limiterons au cas d’un produit de deux espaces X = P" x P™.
Un point x est défini par ses coordonnées homogenes ([z], [w]) ou [z] = [2p :

- zp) et [w] = [wg : -+ : wy)]. Une application méromorphe f: X — X
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est nécessairement rationnelle puisque X est projective et s’écrit alors

f:([P():"':Pn]v[Qo:"':Qm])7

ou les P; sont des polynomes bihomogenes de bidegré (o, 3) en (z,w) sans
facteur commun, et les (); sont des polynomes bihomogenes de bidegré (v, 9)
sans facteur commun également. On notera

A | T
hea[20]

la matrice des degrés de f. On associe a f une application F = (P, Q) de
C™tl x €™t dans C*E x C™HL. Si

m (CIA{0}) x (€I {0}) — X

est la projection canonique, on a la propriété de commutation mo F' = fo.
On notera J(F') le jacobien de F'.

La matrice A étant fixée, I'espace des applications polynomiales F' =
(P,Q) = (Py,..., Py, Qo,...,Qm) ol les P (resp. Q;) sont des polynomes
bihomogenes de bidegré (a, 3) (resp. (7,0)) en (z,w) s’identifie & CNa+1 x

CMa+1 gyec
N, — (n+1)<a+n> <ﬂ+m) _1’

My = (m+1)<72:;n) <5i;m> —1.

La condition sur les P; (resp. sur les @)j) de ne pas avoir de facteurs com-
muns s’exprime comme la non annulation de leur résultant. L’espace Rat 4
des applications méromorphes de X dans lui-méme de degré exactement A
s’identifie donc canoniquement & un ouvert de Zariski de PN4 x PMa,

Définition 1.1. On notera My le sous ensemble de PNA x PMa constitué
des applications rationnelles de X dans lui méme de degrés A qui sont dom-
inantes i.e. génériquement de rang n + m.

Proposition 1.2. L’ensemble M4 est vide uniquement dans l'un des cas
sutvants:
a=v7=0,
f=06=0,
a=0etn>m,
0=0etn<m.
On notera Mo (N) ’ensemble des matrices 2 x 2 a coefficients dans N telles
qu’aucun de ces cas n'ait lieu. On a A, B € My(N) = A- B € My(N).

Si A € My(N), 'ensemble M4 est un ouvert de Zariski dense de PNA x
PMa . En particulier My est connexe.

Démonstration. La preuve de la premieére assertion est élémentaire. Il
suffit d’exhiber un exemple d’application dominante dans Rat 4 lorsque A €
M (N) (voir exemple 1.12 a la fin de cette section). Le reste est une consé-
quence élémentaire du théoréeme de projection propre de Remmert (voir
proposition I.1.1 dans [Si 99] qui traite le cas X = P¥). O
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Etant donnée f € M4, on note Cy son ensemble critique, le sous-ensemble
analytique propre de X défini par 'annulation du jacobien de f dans un
systeme de coordonnées locales.

Proposition 1.3. Soit A € My(N) et f € M.
L’ensemble critique Cy est une hypersurface de X de bidegré

(n+D(a=1)+(m+Dy,(n+ 1)+ (m+1)(0—1)).
Sidet A # 0, Cy est donné par
Cr ={([z], [w]) e P" x P™ / J(F)(z,w) = 0}.

Démonstration. Par 1.2, louvert de Zariski M4 est connexe donc le
bidegré de J(f) qui dépend continument de f est constant dans M4. Il
suffit de le calculer sur des applications monomiales pour obtenir la valeur
annoncée (voir exemple 1.12).

Considérons l'application monomiale de C? dans lui-méme définie par
H(z,y) := (z*y% 279%). Fixons py € X et des trivialisations locale de
7 dans des voisinages U de py et V de f(po). L’application F' se réécrit
dans ces cartes F : U x (C*)? — V x (C*)? sous la forme F(p,z,y) =
(f(p),v(p)H (z,y)) ou ¢ est une fonction holomorphe dans U qui ne s’annule
pas. On en déduit que pour tout (x,y) fixé, J(F)(p,z,y)/J(f)(p) = ¢¥(p) -
Ji(x,y) est une fonction qui ne s’annule pas dans U, ce qui donne ’égalité
¢y = (2], [w]) € P x P™ | J(F)(z,w) = 0}. O

La cohomologie des espaces multiprojectifs est tres simple a décrire. Le
second groupe de de Rham & coefficients dans R est égal a HY1(X,R) qui,
dans le cas d’un biproduit, est isomorphe & R?. En particulier, tout courant
positif fermé T' de bidegré (1,1) sur X est cohomologue & aw; + bws avec
a=[yTAw P AWl et b= [, T Aw} Awy™!, olt wy (resp. wa) désigne
le pull-back de la forme de Fubini-Study de P™ (resp. P™) par la projection
sur le premier (resp. second) facteur. Notons que w] =0sij > n+1 (resp.
wy=0sij>m+1)et [(wf Awh =1.

On notera w := w; + wo la forme de Kéahler sur X par rapport a laquelle
nous calculerons les masses des courants positifs dans la suite de cet article.

Définition 1.4. Soit A € My(N) et f = ([P],[Q]) € Ma. L’ensemble
d’indétermination de f est le sous-ensemble analytique de codimension au
moins 2 défini par Iy = Ip U Ig, ot

Ip = {([z;[w]) € X t.q. P(z,w) =0 pouri=0,---,n},

lo = {([z:[w]) € X t.q. Qj(z,w) =0 pour j =0,--- ,m}.
On notera Ef := UgenIyx 'adhérence de ’ensemble des points d’indétermi-
nation des itérés de f.

Proposition 1.5.
(1) Soit A € Ma(N) et f € Ma. Alors Ip est non vide sauf si f =0

et [z] — [P(z)] est holomorphe dans P™ ou si « = 0, m = n et
[w] — [P(w)] est holomorphe dans P™.

(2) Soit A € My(N). L’ensemble {f € Ma t.q. IpNIg = 0} est un
owvert de Zariski dense de PN4 x PMa,
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Démonstration.

1. L’ensemble Ip est I'intersection des n+1 hypersurfaces {P; = 0}. Elles
sont toutes de bidegré («,3), donc le courant d’intégration sur {P; = 0},
que 'on note [P; = 0] est cohomologue & aw; + fws. Si Ip est vide le
courant S := [Po = 0] A... A [P, = 0] est bien défini, identiquement nul, et
cohomologue & (aw; + ﬂu&)”“ donc

O—/ S Awy' :/(awl—kﬂwg)”ﬂ/\w’; L = na"p.

Si 3 =0, Pj est alors indépendant de w et Ip est vide ssi [z] € P" — [P(z)] €
P™ est holomorphe. Si o = 0, nécessairement m > n car f est dominante.
Or I'intersection de n+ 1 hypersurfaces de P ne peut étre vide que sim <n
(théoreme de Bezout), donc m = n et [w] € P* — [P(w)] € P" doit étre
holomorphe.

2. Soit ¥ = {(f,z) € (PM4 x PMa) x X t.q. P(z) = Q(x) = 0} et
Y = p(X) ot p: (PV4 x PMa) x X — PNa x PMa désigne la projection
holomorphe propre sur le premier facteur. Le théoréme de Remmert as-
sure que ¥ est un sous-ensemble analytique de PN4 x PMa_ I’ensemble
{f e Ma/IpnlIg = 0} = Ma\ X est donc un ouvert de Zariski de
PNa x PMa qui n’est pas vide comme le montre 'exemple 1.12. U

Remarque 1.6. Il résulte de i) que les seules applications holomorphes
dominantes de P" xP™ dans lui méme sont du type ([z]; [w]) — ([P(2)]; [Q(w)])
avec P et Q holomorphes, ou du type ([z], [w]) — ([P(w)]; [Q(2)]) avec P et
Q holomorphes, lorsque de plus n = m.

Si A, B € M»(N), on notera A < B si tous les coefficients de A sont plus
petits que ceux de B.

Proposition 1.7. Soit A,B € Ms(N), f € My et g € Mp.
Alors fog € Mc, ou C < B-A avec égalité ssi il n’existe pas d’hypersurface
Vide X tq. g(V\I1,) ClIy.

Démonstration. Il s’agit d’une adaptation immédiate du cas X = P* (voir
[F-S 95]). (]

Définition 1.8. Soit A € M2(N). On dit que f € M4 est algébriquement
stable s’il n’existe pas d’entier k > 1 ni d’hypersurface V tels que f*(V '\

Il résulte de la proposition précédente que f est algébriquement stable ssi
pour tout k € N, f¥ € M 4. Si F est un relevement de f dans C"+! x C™+1,
alors I* = (P; Qk) est un relevement de f¥. On démontre comme dans [Sl
99] (proposition 1.4.5) la

Proposition 1.9. Les applications non algébriqguement stables de M 4 sont
contenues dans une réuniton dénombrable de sous-ensembles analytiques pro-
pres de M 4.

Définition 1.10. Soit f € M4 une application algébriquement stable.



DYNAMIQUE DANS LES ESPACES MULTIPROJECTIFS 7

e Un point x est dans F(f) l’ensemble de Fatou de f s’il existe un
voisinage U de x tel que la famille (f|y)* soit équicontinue. L’ensemble
de Julia, noté J(f), est le complémentaire de l’ensemble de Fatou.

o Un point est dit normal s’il existe un voisinage U de x et un voisinage
V de I tels qu’on ait f/(U) NV =0 pour tout j € N. On note Ny
l’ensemble des points normauz de f.

e Enfin f est normale si Ny = X \ Ef.

Terminons cette section introductive par quelques exemples.

Exemples 1.11.

1. Soit f: (z1;w1) € Cx C — (U(z1,w1);V(21,w1)) € CxC ou U et
V' sont des polynomes tels que deg, U = «, deg, U = B3, deg, V = v et
deg,,, V = 0. Alors f s’étend en une application rationnelle f de P! x P!,

T = (128w : 25§01 /20, w1 fwo)], (2w = 23w}V (21 /20,01 fwo)]

dont la matrice de degrés est
_ | e
I
On vérifie aisément que ]? est algébriquement stable ssi le degré (total) de U
est égal a o+ 0 et celui de V' est égal a v+ 4.

2. L’éclatement de C? en 0: f(z,w) = (w, zw) s’étend en

f([z]a [w]) = ([w07w1]7 [Zow(h lel])-
On alp =10, Iy =1l = {([0,1],[1,0]); ([1,0],[0,1))}. Les seules courbes
contractées par f sont {wy = 0}, {wy = 0}, {z0 = 0} et {z1 = 0} ; elles
sont envoyées sur des points fizes qui ne sont pas d’indétermination, donc
f est algébriquement stable et on vérifie que Ef = If’ On vérifie que f

est normale dans P! x P! (voir section 3). Notons que l’on peut également
considérer l’extension méromorphe de f dans P2, mais l’extension obtenue
ne sera pas algébriquement stable !

3. Une application de Hénon f(z1,w1) € C? — (wy,az +w{) € C?
s’étend méromorphiquement a P* x P! par

F([2], [w]) = ([wo, w1, [20wl, az1w + zowd)).

Ona Ay = [ (1) il ], Ip =0, Iy = Ig = {([0,1],[0,1])}. L’application 7

contracte 'hypersurface {wy = 0} sur le point ([0, 1],[0,1]) € If donc .]? n’est
pas algébriquement stable.

Exemples 1.12. Soita, a’, b, b € C et considérons [’application rationnelle
f, extension a P' x P! de Uapplication polynomiale:

fz,w) = ((z = a)*(w = )7, (z = a)(w = V)°).

La matrice des degrés de f est donnée par

— | > 7
w=[27]
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On vérifie aisément les propriétés suivantes:

(1) f est toujours algébriquement stable;

(2) IpNIg =10 dés queb#b et a+#ad;

(3) f est dominante dés que a8 # 48, ou ada’b # Byba, ou b/ By # bad,
ou a' ad # afy.

2. COURANT DE GREEN

Soit A € M3(N) et f € M 4 une application méromorphe dominante dans
X =P" x P™. Nous allons lui associer un courant positif fermé 7' = T de
bidegré (1,1) dans X dont les propriétés sont liées & la dynamique de f. On
note 7 (X) le cone des courants positifs fermés de bidegré (1,1) sur X.

Rappelons que si S € 7(X) est cohomologue & awy + b
inputdeuxrioomegas, il existe une unique fonction plurisousharmonique ¢ €
PSH(C"! x C™+1) telle que

P(Az, pw) = alog |A[ + blog |u| + (2, w), V(A u) € C* x C*,

avec ™5 = dd“p et sup|,|—|,|=1 ¢ = 0 ; réciproquement la donnée d’une telle
fonction ¢ définit de maniére unique un courant S = L(p) € 7 (X) (voir [G
97] pour une démonstration et des propriétés analogues de représentation
des courants sur les variétés homogenes du groupe linéaire). On appelera
potentiel de T' € T (X) toute fonction L=1(T)+c, ¢ € R. Avec ces notations,
on a w; = L(log |z|) et we = L(log|w|). La convergence faible des courants
est alors équivalente a la convergence de leurs potentiels dans L}OC.

Soit F = (P, Q) un relevement de f dans C"*! x C™*! normalisé de telle
sorte que Sup|,|=|y|=1 [P| = Sup|,=ju=1 |Q| = 1 et soit S = L(p) € T(X).
On peut définir f*(5) := L(p o F'). Comme f est dominante, I'image d’un
ouvert n’est pas contenue dans un sous-ensemble analytique et I’opération
S — f*(S) est continue pour la topologie des courants.

Dans toute la suite, f sera de bidegrés («,) et (53,0), et on notera A la
matrice des degrés de f. Le réel p; désignera la plus grande valeur propre
de A et p_ la plus petite. On a donc

a+ 6+ /(a—08)>2+4p8y ¢ p Ca+0—/(a—0)2+40y
2 - 2 '

Lemme 2.1. Soit A € My(N) avec By # 0. Alors
i) pr>1saufsia=0=0etf=v=1;

i) py > |p—| sauf sia=96=0;

iil) il existe un unique vecteur propre (a,b) de A tel que a > 0,b > 0
et a+b=1. C’est un vecteur propre associé & p4 et c’est l'unique
vecteur propre de A a coordonnées non-négatives -normalisé par a +
b=1;

iv) il existe ¢ > 1 telle que pour tout v € RT x RT on ait

ol < AT - o < e, ol

Démonstration. Immédiate. On vérifiera que a = v/(y + p+ — «) et
b= (py —a)/(v + p4 — ). O
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Nous ne perdons rien & supposer py > 1 (I’égalité correspond a des ap-
plications linéaires de X dont la dynamique est triviale). Le cas particulier
des produits croisés (i.e. By = 0) sera traité a la section 6.

Lorsque f est algébriquement stable, il résulte de 1.6 et 2.1.iv) que la
masse de (f7)*w/p’. est bornée inférieurement et supérieurement.

Théoréme 2.2. Soit A € My(N) avec v #0 et py > 1. Soit W' := awy +
bwa, ot (a,b) 'unique vecteur propre positif de A normalisé par a+b =1 (i.e.
'] == [yw Aw™t™L =1). Soit f € My une application méromorphe
dominante algébriquement stable de P™ x P™.

La suite de courants p” ( f)*(W') converge vers un courant positif fermé
T de bidegré (1,1) cohomologue & W' qui vérifie

[T =pse-T
Si F' est un reléevement de f, T admet un potentiel G qui vérifie

G(Az,pw) = alog|A| +blog|u| + G(z,w) ,
G(F(z,w)) = p+-G(zw).

De plus toute fonction v vérifiant ces deux propriétés est telle que v < G.

Démonstration. Soit F' = (P, Q) un relevement de f ; les applications P
et ) étant définies a une constante multiplicative pres, on peut choisir ces
constantes de telle sorte que

|P(z,w)| < |2|*|w]® et |Q(z,w)| < |2|w]’,
d’olt en posant F7 = (P}, Q;),
1Pi1] = [P(P, Q)| < [Pj|*1Q51° et | Q41| < |P|71Q;1°

Posons G; = p,”[alog |P;| + blog|Q;|]; les inégalités précédentes assurent,
puisque A- (a,b) = py- f(a,b), que G; est une suite décroissante de fonctions
psh. Donc G converge vers une fonction G qui est soit psh soit identique-
ment —oo.

Supposons que GG # —oo. Puisque f est algébriquement stable, F° J est un
relevement de f7 pour tout j et G; est donc un potentiel de p. 7 (f7)*(w’) ;
cette derniere suite converge donc au sens des courants vers un courant 7'
qui admet G pour potentiel. Puisque Gj o F' = py - Gjq1 et Gj(Az, pw) =
alog|\| + blog |u| + Gj(z,w), on en déduit les relations annoncées pour G
qui impliquent que T' est cohomologue & W’ et f*(T) = py - T.

Montrons qu’on n’a pas G = —oo. Considérons

op = %;ZW ) (wi) + b(f7)* (w2)).

Alors (o)) est une suite bornée de courants positifs fermés de bidegré (1,1)
; on peut en extraire une sous-suite convergeant vers o. Il résulte de la
définition des o, et de la continuité de l'opération f* (f est dominante)
que f*(o) = py - 0. Soit u un potentiel de o dans C"*! x C™+1 ; I'égalité
précédente implique pjrl(u oF) = u+c, ou ¢ est une constante. Soit
vi=u+d(py —1)"t € PSH(C" x C™*), alors vo F = py -v et on va
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montrer que v minore G. Comme o est cohomologue & w’ = aw; + bws, on
av(z,w) <alog|z| + blog|w|+ C ; on en déduit

1 .
v(sz) = TUOFJ(Z’w) < Gj(z’w) + =,
P+ P+
doutv <G et G# —oc0. O

Remarque 2.3. Dans le cas d’un espace multiprojectif ayant s > 3 facteurs,
le théoréme de Perron-Frobenius assure que toute matrice de degrés A €
M (N) admet une valeur propre py > 1 qui magjore le module de toutes
les autres et un vecteur propre a coordonnées non-négatives associé a p. .
L’existence du courant de Green se montre alors de la méme maniére que
dans le cas de deuz facteurs, lorsque py > 1.

Proposition 2.4. Soit Ky [’ensemble des courants S positifs fermés de
bidegré (1,1) sur P™ x P tq f*(S) = p+-S et ||S|| = 1. Alors le courant de
Green T' est extrémal dans le conveze compact Ky.

Démonstration. Soit S € K qui est cohomologue a zwq +yws ; 'équation
f*(S) = py - S implique que (z,y) est une vecteur propre associé a p; et la
normalisation ||S|| =1 entraine (z,y) = (a,b), i.e. S est cohomologue a T'.
Supposons que 7' = (T1 + T3)/2 avec T; € K¢. On peut choisir des
potentiels G; des T; tels que G; o F = p4 - G;. La démonstration du
théoreme précédent montre que l'on a nécessairement G; < G. Or G et
G’ = (G14+G2)/2 sont des potentiels de T invariants par rotation, ils different
d’une constante qui doit étre nulle puisque Go F = p, -G, G'o F = p, - G’
et p+ > 1. Cela entraine G = G; = Gs. O

Exemples 2.5. Soit f Uapplication monomiale de P' x P! définie par
f:PlxP! — PlLxP!
(e ) = ((=wp : 2fwy), [gwf : 2]wd)).
C’est une application algébriquement stable qui est dominante si det A # 0.
On peut calculer explicitement les itérés f7 de f (voir section 8 plus loin)
On obtient, lorsque 3y # 0,
G = log max(|zo|*|wo|% |21|*|w1|?) avec a =~/c et b= (p; — a)/c,

ot ¢ = v+ (py — a) est telle que [(awy + bwa) A W™ ™ = 1. Le conveze
Ky sera décrit au paragraphe 3.2.

Théoréme 2.6. Soit A € M3(N) avec By # 0 et py > 1. Soit f € My
une application algébriguement stable. Alors
i) Le courant T est a support dans l’ensemble de Julia qui est donc non
vide.
ii) Pour tout compact F de ’ensemble de normalité N, on a

C
V> 1, |Grey— Gyl < TF dans T,
P+
et NN (X \ SuppT) est contenu dans l’ensemble de Fatou. En par-
ticulier la fonction de Green est continue dans m1(N).
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Démonstration. Il s’agit d’'une adaptation immédiate de la preuve du
théoreme 1.6.5 de [Si 99]. O

Corollaire 2.7. Si f est normale alors le support de T' coincide avec ’ensemble
de Julia J de f qui est donc connezxe.

Démonstration. Il suffit de remarquer que le complémentaire du support
de T est Stein dés que T est cohomologue a aw; + bwy avec a,b > 0. Cela
implique que le support de 7" (et donc J) est connexe. O

Théoréme 2.8. Soit A € My(N) avec 5y # 0 et py > 1. Soit f € My une
application algébriqguement stable. Alors T ne charge pas les hypersurfaces.

Démonstration. Supposons que T donne de la masse a une hypersurface
V de X. Le théoreme de Siu [S 74] permet de décomposer T' = T + T5
ou T1 ne charge pas les hypersurfaces et 7o = >, cx[Vi], les Vj, étant des
hypersurfaces et les ¢, des constantes non-négatives non toutes nulles. Le
courant pll f*(T?) est supporté par une réunion d’hypersurfaces de X tandis
que pjrl f*(T1) se décompose en p:Ll f*(T1) = T{+ T4 ou T} ne charge aucune
hypersurface et Ty = ", ¢.[V/]. L'invariance de T entraine T} = T} et

1, 1 .,
Ty =Ts+ —f*(Ty) > —f*(Th).
P+ P+

On peut itérer cette inégalité et prendre une moyenne de Césaro pour obtenir
Ty > op == p ' 30 p7 (f7)*(T2). Cette suite de courants est de masse
uniformément bornée supérieurement et inférieurement (cf lemme 2.1.iv),
si o est une valeur d’adhérence, elle va vérifier f*c = pyo < Th < T.
L’extrémalité du courant 7' (proposition 2.3) implique o = ¢-7T ol ¢ est une
constante strictement positive, mais alors T < ¢~ T} et donc T} = 0.

Ainsi T' = T5 et on obtient la contradiction cherchée en reprenant pas a

pas la fin de la démonstration du théoreme 1.8.1 de [Si 98]. O

3. APPLICATIONS MONOMIALES

Nous étudions dans cette section la dynamique des applications monomi-
ales de P! x P! définies dans C? par

fz,w) = (zawﬁ, z”w‘s).

Une application de ce type est dominante ssi det A # 0, elle est algébrique-
ment stable dans P! x P'. On supposera de plus que f n’est ni holomorphe,
ni un produit croisé i.e. [y # 0 et o« +J # 0. La dynamique de ces
applications est simple a décrire. Lorsqu’on les restreint au tore invariant
T = {|z| = |w|] = 1}, on obtient des endomorphismes linéaires dont la
dynamique a été abondamment étudiée (cf e.g. [K-H 95]).

La fonction de Green définie par le théoreme 2.2 se calcule explicitement

G= logmax(\zo|a\wo\b; \z1|a\w1\b) .

Notons T' = L(G) le courant de Green de f. Dans ce cas Supp T coincide
avec I'ensemble de Julia Jy.
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Les fonctions G = log(|20|%|wo|?) et G1 = log(|z1|%|w1|?) vérifient égale-
ment 1'équation fonctionnelle G; o F = py - G;. On note T; = L(G;) les
courants de 7 (P! x P!) correspondants.

Théoreme 3.1. Les courants T, Ty, 11 sont les points extrémauz du convexe
compact

Ki={SeT(® xP)/f*S=p,-Set|s]|=1}.

Autrement dit, tout courant positif fermé S de bidegré (1,1) sur Pt x P! qui
vérifie f*S = p4 - S est combinaison linéaire a coefficients non-négatifs de
ces trois courants.

Démonstration. Soit S € K et ¢ un potentiel associé dans C? x C? t.q.
poF = py - . On ne perd rien a supposer S extrémal. Supposons que
v(S,([1:0],[1:0])) =t >0, ouv(S,p) désigne le nombre de Lelong de S au
point p. On a toujours 'inégalité v(f*S,p) > v(S, f(p)). Sip € {zw; = 0},
f(p) = ([1:0],[1:0]), et donc v(S,p) > p;'v(S,([1:0],[1:0])) > 0. Donc
S charge {z; = 0} et {w; = 0}. L’extrémalité et I'invariance de S assurent
alors que S = Tj. On obtiendra de méme S = Ty si v(S, ([0 : 1],[0 : 1])) > 0.

On suppose a présent que ces deux nombres de Lelong sont nuls. On note
@0 la restriction de ¢ dans la carte {z9 = wg = 1} ~ C2, ie. o(z,w) =
©(1,2,1,w). Soit A2 = {(z,w) € C?/ 2|, |w| < 1}, clairement A% C Qy. On
va prouver, par des arguments d’estimées volumiques, que g est nulle dans
A2, L’équation fonctionnelle pgo f = p, - o implique alors que ¢y = 0 dans
le bassin d’attraction Qy de 'origine. En considérant 1 (z,w) = ¢(z,1,w, 1)
la restriction de ¢ dans la carte {z; = w; = 1}, un raisonnement similaire
donne 1 = 0 dans Q4 puisque v(S, ([0,1];]0,1])) = 0. On conclut grace a
la bihomogénéité de ¢ que p = G, d’ou S =T.

Rappelons que ¢ < G dans C? x C? puisque ¢ vérifie I'équation fonc-
tionnelle p o f = py - p et ¢ a la méme bihomogénéité que G (cf théoreme
2.2). On a donc po(z,w) < 0 = G(1,2,1,w) dans A% C Qy. Notons pour
tout t > 0, By = {(z,w) € A% ¢(z,w) < —t}. On veut donc montrer que
Vol(E;) = 0 pour tout ¢t > 0. Pour cela nous utilisons l'estimation classique
de théorie du pluripotentiel (voir e.g. [Ki 00]):

(1) Ve >0, 3C; > 0 t.q. ¥t >0, Vol(E;) < C.exp(—t/e) ,
ainsi que le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit E C A? un borélien.
o Sia+ (B # v+, il existe des constantes Cy, Co > 0, telles que pour

tout n € N,
(2) Vol(f*(E)) > (C1 Vol(E))% .
e Sia+ (B #v+4, il existe des constantes C1, Cy > 0, telles que pour
tout n € N,
3) Vol(f(E)) = (C1T)“%

avec 1 > T > 0 determiné par la relation —TlogT = Vol(E).
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Achevons la démonstration du théoréeme munis de ces estimations. L’invariance
de ¢ assure que pour tout n € N, on a f"(E;) C Etpi‘ On en déduit, pour
t > 0 fixé:

Cooxp(—tp/e) = Vol(Eyy)

> Vol(f"(Ey))
> (Cra(By)t
avec z(E;) = Vol(E;) dans le cas a + 8 # v+ 9, et x(E;) = T défini par
la relation —T'logT = Vol(E;) sinon. Dans les deux cas, on a z(F;) = 0
ssi Vol(E;) = 0. Si l'on choisit ¢ < 1 assez petit, la comparaison des crois-
sances, lorsque n tend vers l'infini, implique Vol(E;) = 0, ce qui termine la
démonstration. O

Démonstration du lemme 3.2. Dans le cours de la preuve nous aurons
besoin du lemme suivant, dont nous laissons la preuve au lecteur.

Lemme 3.3. Fizons a, b > 0, R > 0 et t > 0. Notons T = a/b, et
Vr(a,b,t) = Vol({|z| <R, |w| <R, |2|*lw|’ <t}). On a alors
o SiT#1,
72 1 72
VR(CL, ’ ) 1_7_,1R +1_7_R )
e siT=1(a=0b),

Vala,a,t) = n2t2/a (1 + log(R4/t2/a)) .

Soit £ C A? un borélien et n € N. On note A la mesure de Lebesgue de
C2?, Jf le déterminant jacobien de f et f(z,w) = (z*»wP, z7w). On a

Vol(f™(E)) = /fn(E)dA:d;”/Euf"PdA

= 4" /OOOA (EN{|Jf"* > t}) dt

To
d;" Vol(E) — A (EN{|Jf")? < t}) dt
0
To
d;" Vol(E) — A ({|Jf"* < t}) dt ,
0

v

v

ot Ty > 0 sera choisi ultérieurement de sorte que Vol(E) ~ M |Jf"|> < Ty}
Il nous faut & présent majorer A\({|Jf"|? < t}). Un calcul immédiat donne

an(zuw) - (det A)n X Zan+’7n_1w/6n+5n—l )
Donc
)\{|an|2 < t} = ‘/i(an + Y — 1, 8n +0p — 1, \/E/| det A|n)

On peut donc estimer M\{|Jf"|? < t} grace au lemme 3.4. Comme on travaille
dans A? il suffit d’estimer A\{|Jf"|? <t} pour t/|det A|*" < 1.

Fixons Dy > 0 telle que max{ay, + v, — 1,8, 4+ 0, — 1} < Dapl} et soit
Tn = (tn +Yn — 1)(Bp + 0, — 1)71. Deux cas se présentent.
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Lorsque oo + v # B + 9, la suite 7, tend vers une valeur 7., # 1, et ne
prend jamais la valeur 1. Par 3.4, il existe donc D; > 1 telle que

¢ >1/D2p1

MN|JMP2<ty< D | ———
{|f‘ —}f 1<‘detx4‘2”

On choisit maintenant T > 0 tel que
Dy | det A|=2/ Db PP — o () |
On obtient

To
Vol(f*(E)) > d;" (TO Vol(E) — Dy | det A|~2"/P2¢" / 1/D2p7t dt)
0

B D1|det A|2n/D2p1T01/D2Pi>

L+ 1/Dqp’
= d;" Vol(E)Ty x (Dop't +1)7!
| det A["Vol(E) ( VOl(E)>D2P1
1+ Dgpg_ D1

Vol(E)\ P2r+
D, ’

= 4T, (Vol(E)

ce qui prouve 'estimée 2.

Lorsque o + v = B+ 4, on a pour tout n € N, 7, = 1. On notera
dans la suite g(u) := —7m2ulog(u/e). La fonction g est positive sur [0, 1] et
strictement croissante. Par 3.4, on a

MITS 2 < ) < g ((¢/] det AP2)1P20)
On fixe alors Ty > 0 tel que Dig((Tp/|det A[2")Y/P2P%) = Vol(E). On
obtient de maniére analogue au cas précédent
To

Vol(f1(E)) > d;" (TO VellE) =

Dig((t/| det APP™)1/P20%) dt)

> Cd;" Vol(E)T x 1
+

Si T1 > 0 est défini par 'équation —m2 DTy log(T1/e) = Vol(E), on a
Ty = T | det A|>".

Si T > 0 est solution de —T'logT = Vol(E), on a donc pour un choix
adéquat de C; > 0,
Vol(f™(E)) > (C1T)"2%,

ce qui conclut la preuve de 3.2. O
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4. MESURE LIMITE DANS P! x P!

4.1. Degrés dynamiques.

Soit g : X — X une application méromorphe dominante sur une variété
projective X. L’application ¢g induit une application linéaire sur le sous-
espace de HY(X) engendré par les cycles analytiques de dimension [ (cf
[F 91]). On note 7(g) le rayon spectral de cette application linéaire. Si
f X — X est une autre application méromorphe dominante, on vérifie (cf
lemma 3 p.364 [F 91], voir également lemma 4.6 p.916 [R-S 97]) que

(4) ri(go f) <ri(f)-rilg) -

En particulier la suite {r;(¢?)}jen est sous-multiplicative, ce qui assure la
convergence de la suite (r;(g7))/7.

Définition 4.1. Soit g : X — X une application méromorphe dominante
sur une variété projective X et 1 <1<k = dimcX.
On définit le 1" degré dynamique de g par:

Au(g) = lim (r(g") " .

Lorsque | = k = dimc X, A\p(g) = rx(g) est le degré topologique de f (i.e.
le nombre de préimages par f d’un point générique) que l’on notera di(f).

Exemples 4.2. Soit g : P¥ — P* une application méromorphe dominante
et wrs la forme de Kihler de Fubini-Study sur P*. Alors g*(whg) est une
forme lisse de bidegré (1,1) bien définie dans P\ I, dont la masse est finie.
On note encore g* (w%s) son extension triviale a travers Iy, c’est un courant
positif fermé de bidegré (1,1) sur P* (cf [Sk 82]). La classe de cohomologie
du courant g*(whg) est précisément ri(g)[whg]. Russakovskii et Shiffman

ont établi certaines inéqgalités entre les différents degrés dynamiques.

Exemples 4.3. Soit A € Ms(N) et f € My une application méromorphe
dominante de P x P1. L’application linéaire induite sur l’espace H ' (P! x
PL,R) ~ R? est donnée -dans la base (w1,ws)- par la matrice A. On a donc
r1(f) = py, et \i(f) = p+ si et seulement si f est algébriquement stable (cf
proposition 1.6).

Lemme 4.4. Les degrés dynamiques )\; sont invariants par conjugaison
birationnelle.

Démonstration. Soit ¢ : X — X une application méromorphe domi-
nante, ® : X — X une application birationnelle et f := ® o go ® 1. On
afl=®o0g o® ! donc r(fl) < r(@)ry (@ Hri(¢?) (d’apres (4)) d’on
A(f) < Xi(g). On obtient I'inégalité inverse en intervertissant les roles de f
et g et en changeant ® en &1, O

Définition 4.5. Soit f : X — X une application méromorphe dominante,
et p une mesure borélienne de masse finie sur X. Soit V D I; le sous-
ensemble des points de X en lesquels f n’est pas finie. On définit f*u
comme 'extension triviale a travers V- de (f|x\v)* (lx\¢(v))-
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Soit g : P? — P? une application méromorphe dominante qui vérifie
M(g) < di(g). Russakovski et Shiffman ont montré (theorem 1.1 p.899
[R-S 97]) l'existence d’une mesure de probabilité s, sur P? et d’un ensemble
pluripolaire £, de P? tels que

1
(5) Va € P\ &, W(QJ) (€a) — Mg

ou g, désigne la masse de Dirac au point a. On peut transporter ce résultat
dans P! x P! via des conjugaisons birationnelles:

Théoréme 4.6 (Russakovskii-Shiffman). Soit A € My(N) et f € M4 une
application méromorphe dominante de P' x P!,

Si M (f) < di(f) alors il existe une mesure de probabilité py sur Pt x P!
et un ensemble pluripolaire £; de P! x P! tels que

1 ys _
W(f) (€a) = py,

pour tout a € Pt x P1\ &;.

Proposition 4.7. Soit A € My(N) et f € M4 une application méromorphe
dominante de P* x PL. On note di(f) son degré topologique, i.e. le nombre
de préimages par f d’un point générique. Alors

di(f) =ad+ By silpnlig =10,
di(f) <ad+py  si IPQIQ#Q.

En particulier dy(f) < p3 a moins quea =6 =0 oua =8 > 1 et By =0.

Démonstration. Soit p = (z,y) un point générique de P* x P! et ¢, =
w{ Awy la masse de Dirac au point p ; le degré topologique de f est égal a la
masse de la mesure f*(¢,) dans P! x P1. Cette mesure est égale a la mesure
(W) A f*(wl) dans (P! x P1)\ I, mais il se peut que cette derniére charge
I;. En fait elle charge précisément les points d’indétermination du second
type Ip N Ig. Comme w{ (resp. wi) est cohomologue & wy (resp. ws), on a

wf) < /P WD AT ) = /P F*(@1) A f*(wn) = ad + B,

1y Pl

avec égalité si et seulement si Ip N Ig = (. On a donc
p2 > ((a+0)2+ (= 8)2 +487) /4= (a® +6%)/2+ By > ad + By > di(f)

avec inégalité stricte & moins que a = § = 0 (on a alors di(f) = p% = 3v)
oua=4>1et By =0 (onaalors di(f) = p% = a?). O

Remarque 4.8. Lorsque f est algébriquement stable, on est tenté de cons-
truire une mesure dynamiquement intéressante en cherchant a définir T A
Ty. Une telle mesure serait portée par l'ensemble Ey lorsque di(f) < pi.

Proposition 4.9. Soit A € My(N) et f € M4 une application méromorphe
dominante algébriquement stable de P! x P! telle que Ip N Ig = 0. Alors
di(f) > M(f) sauf dans les situations suivantes:

(1) f est un produit croisé (By =0) et min(a,d) =1 ;

(2) @d =0 et By < max(a,0) +1 ;
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3) a=p=y=0=1.
En particulier si A € Mo(N*) est de déterminant non nul, I’ensemble des
f € Ma telles que di(f) < Ai(f) est inclus dans une réunion dénombrable
d’hypersurfaces de M 4.

Démonstration. Immédiat. O

Exemples 4.10. Soit f € My lapplication monomiale définie en section
3 avec det A # 0. On a alors di(f) = |ad — By| = p+ - |p—|. Dans ce cas
Vinégalité di(f) > M(f) équivaut a |p—| > 1 et la mesure limite py est la
mesure de Lebesgue sur le tore T = {|z| = |w| = 1}.

On a malheureusement tres peu d’informations sur la mesure limite pf
définie au théoreme 4.4. Par exemple on ne sait pas si elle est invariante
(au sens f*uy = di(f) - py, cf question 2 p.908 [R-S 97]). L’exemple 4
p.907 de [R-S 97] suggere en effet que le support de py peut contenir des
points d’indétermination. Nous exhiberons de tels exemples lorsque nous
analyserons le cas des produits croisés (section 6). Dans ce cas, une con-
struction alternative de py nous assurera qu’elle ne charge pas les ensembles
pluripolaires, ce qui, grace a la propriété d’équidistribution du théoreme 4.4,
impliquera que ¢ est mélangeante. En effet, on a le

Lemme 4.11. Soit f : P' x P! — P! x P! une application méromorphe dom-
inante, et soit u une mesure de probabilité qui ne charge pas les ensembles
pluripolaires vérifiant f*u = dyp (p est donc invariante).

Si w satisfait (5) alors elle est mélangeante.

Démonstration. Etant données deux fonctions test x et # dans P x P!, il
s’agit de démontrer que

<9-Xofj,u>::/0-Xofjdu—>/xdu-/9d,u.

<Ooxoflu> = <0.d7(F) (o) >
= <dt_](fj)*(9)ax:u>v

et di 7 (f7)u(0)(a) =< d; 7 (f7)*(ea),0 >— [ Bdp, Ya € P xP\E;. Comme p
ne charge pas £y qui est pluripolaire, on obtient la convergence souhaitée. [
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4.2. Théorie du pluripotentiel des courants pluripositifs.

Nous allons construire une mesure mélangeante p pour les produits croisés
polynomiaux de C? sous la forme yu := dd°(vT) ott T est un courant positif
fermé de bidegré (1,1) et v est une fonction s.c.s. et localement bornée
définie seulement sur le support de T'. La fonction v sera limite décroissante
de fonctions psh globales ce qui garantit dd®(vT") > 0. La mesure p définit
un courant “pluripositif” (voir [Si 85]).

Nous allons établir pour ces courants quelques résultats analogues aux
propriétés classiques de la théorie du pluripotentiel initiée par Bedford et
Taylor [B-T 82]. Bien qu'il s’agisse d’'une adaptation immédiate de la théorie
telle qu’elle est présentée e.g. dans [De 93], nous en donnons des démonstra-
tions pour la commodité du lecteur.

Dans tout ce paragraphe, T" est un courant positif fermé de bidegré (1,1)
défini sur un ouvert  de C2. On notera |T| := T A dd°t la mesure trace du
courant T pour une fonction v lisse strictement psh donnée.

Définition 4.12. Une fonction v s.c.s définie sur le support de T est dite
T-psh si la condition suivante est satisfaite. Il existe une suite {v;j};>o de
fonctions psh dans 2 t.q. la suite vj|guppT est décroissante et vj|guppT — v
sitmplement.

Lemme 4.13. Soit v une fonction T-psh localement bornée. Alors v €
LY(IT|) et on peut donc définir le courant dd°(vT). Celui-ci définit une
mesure positive dans €.

Démonstration du lemme 4.13 La fonction v étant localement bornée,
on a bien v € L'(|T|). Le courant T peut étre identifié¢ localement & une
forme différentielle dont les coefficients sont des mesures. Leur masse est
dominée par la mesure trace |T'| (voir [De 93]). On peut donc définir le
produit vT', et donc la mesure dd®(vT).

Quitte a régulariser les fonctions psh v; on peut supposer que v; € C*().
Pour tout j > 0, on a v; € L'(|T]). Par convergence monotone, on a
v; — v dans LY(|T|) donc v;T converge faiblement vers vT. On a donc
dd®(v;T) — dd°(vT) au sens des mesures. Comme v; € PSH({) on a
dd®(v;T) = dd“v; AT > 0. 1l s’ensuit dd®(vT") > 0. O

Il résulte de la définition que si vy, v9 sont deux fonctions bornées T-psh,
alors la fonction max{vj, vy} est encore T-psh bornée.

On va démontrer un analogue des inégalités de Chern-Levine-Nirenberg
pour les fonctions T-psh.

Proposition 4.14. Soit p € PSH(Q) et v une fonction T-psh localement
bornée. Fizxons K CC ) un compact.

Pour tout compact F' C Int(K), il existe une constante C > 0 indépendan-
te de T et v telle que

lpdd*@WT)||p < Clloll = (krsuppT) /K AT,

En particulier dd“v AT ne charge pas les ensembles pluripolaires si T ne les
charge pas (e.g. lorsque T = ddu et u est localement bornée).

Démonstration de la proposition 4.14
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Quitte a réduire €2, on peut toujours supposer K = ). Pour des raisons
techniques on est amené & travailler dans C3 ; on note T, v, ¢ les courants et
fonctions obtenus a partir de T, v, ¢ en ajoutant une coordonnée indépendante,
et on pose F := F x A(1) et © = Q x A(2). On notera abusivement ¢ une
fonction lisse psh d’exhaustion de Q. On ne perd rien & supposer que @ < 0
et —1 <1p < 0 sur Q. Pour o > 0 on notera €, := {Y < —a} CC Q.

Fixons € > 0 assez petit. Quitte a retrancher ||v|| o nsupp ) +€ & U on
peut toujours supposer que v < —e sur Supp7.

Fixons § > 0 petit t.q. F cc Qs et posons A := (5*1||v||Loo(QmSuppT).

Définissons la fonction psh dans Q par
V := max{v, Ay }.
Notons que
e sur (Nﬁ \ ﬁn) N §uppf, on aV = Ay avec n:=¢/A;
e sur Qs NSuppT,onaV =7.

On fixe de plus une fonction lisse x a support compact dans Q t.q. x =
1 41> 0 dans €.
On a alors la suite d’inégalités:

0< / —pddv AT < C4 /~ —3ddO AT A ddyp
F Qs

= /~ —3ddV AT A ddy < Cy /~ —3ddV AT A ddy
Qs Q,
= 01/~ —6dch/\f/\ddcszl/~+Cl/~ B
Qy Q 2\Q,
= / —xdd@ A dd°V A T+ C A eddp A T A dd®x
Q O\,
l[v]| oo (Supp 702
< 040 (5PP ) X ||X||CQ(§) /Q(pT/\ (ddcw)Q
ce qui conclut la preuve.
Lorsque T = dd°u avec u localement bornée, les inégalités standard
de Chern-Levine-Nirenberg assurent que dd°u ne charge pas les ensembles
pluripolaires (cf [De 93]). O

Proposition 4.15. Soit (uj) une suite de fonctions psh dans @ qui con
verge vers u dans L}, (). Soit (v;) une suite de fonctions continues dans
Q qui décrot vers une fonction v, continue dans 2. Alors

vjdd“uj — vdd“u au sens des courants,
et donc ddu; A\ ddvj; — dd°u N\ ddv.

Démonstration de la proposition 4.15

Quitte a retrancher une constante, on peut supposer que vj,v < 0. Soit
6 une forme test positive de bidegré (1,1) dans €2, il suffit de montrer que
fQ vidd®u; N0 — fQ vddu A 0. La suite de courants v;dd“u; est de masse
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localement uniformément bornée dans €2, soit R = lim v, dd“u;, une valeur
d’adhérence. On a

0> / vj, ddu;, N0 > / vdduj, N 6.
Q Q

Or dduj, N 60 tend vers ddu A 6 au sens des mesures de Radon et v est
continue, donc le membre de droite de I'inégalité tend vers fQ vddu A 6.
Ainsi R > vdd“u. Réciproquement, on a

/ vj, dduj, NG < / vpdd uj, N6,
Q Q

pour tout p < jj fixé. Comme v, est continue, le membre de droite tend
vers fQ vpdd®u A 0 le théoréme de la convergence monotone assure que ce
dernier tend vers fQ vdd®u A0 lorsque p — +o00. On en déduit R < vddu. O

4.3. Application a la dynamique dans P! x P!,
Nous allons montrer, sous certaines hypotheses, que la mesure pys ne
charge pas ’ensemble de normalité.

Théoréme 4.16. Soit A € My(N) telle que o # 6 et By # 0. Soit f € My
une application méromorphe dominante algébriquement stable de P! x PL.
i) Si p— > 1 alors (det A)77(f7)*(w1 A wa) converge dans I’ensemble de
normalité Ny vers une mesure positive p qui vérifie f*u = (det A) - u. En
particulier si det A # di(f), soit p est de masse infinie, soit p = 0.
i) Si p— < —1 alors (det A)™7(f7)*(w1 Aws) converge vers 0 dans N.

On déduit alors de 4.6 et 4.9 le

Corollaire 4.17. Supposons que p4 < min{|det A|,d;(f)}, a # 0, By # 0.
Alors

(6) pglay =0

Démonstration. Soit U un ouvert relativement compact de I’ensemble de
normalité Ny. Il existe C' > 1 telle que pour tout (z,w) € U,

(7) C el wl” < |P(zw) < 2wl
(8) CH Ml <1Q(z,w)| < 2wl

ot F' = (P,Q) désigne un relevement de f dans C? x C2. Rappelons que le
courant de Green T est cohomologue & aw; + bws ou (a,b) est un vecteur
propre positif associé a la valeur propre p; de A normalisé de telle sorte
que [T A (w1 +w2) = 1. Soit (z,y) un vecteur propre associé a la valeur
propre p_ de A ; c’est un multiple de (v, p— — «) (et (a,b) est un multiple
de (7, p+ — a)) donc ay + bz est un multiple de v(§ — ) que l'on a supposé
non nul, on choisit (x,y) de telle sorte que ay + bx = 1. Soit

vj(z,w) = (zlog | Pj(z, w)| + ylog |Q;j(z, w)[) -

1
(p-)
Les inégalités (7) et (8) entranent

—logC + alog|Pj| + Blog|Q;| <log|Pjt1| < alog|Pj| + Blog|Q;l

—logC + ylog |Pj| + 0log |Q;| <log|Qjt1| < ~log|Pj| 4 dlog|Qj ,
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et ainsi V(z,w) € U,
max(|z], [y]) log C
o
Puisque |p—| > 1 on en déduit la convergence uniforme dans U de la suite
(vj) vers une fonction v continue mais non psh (zy < 0).

On note S; = (p—)7(f7)*(zw1 + yws), ainsi S; converge au sens des
courants vers un courant fermé de bidegré (1,1) S tel que 7*S = dd°v. Soit
T; == p” (f7)*(awy + bwsy) la suite de courants positifs fermés qui converge
vers le courant de Green T ; pij == T;AS; = (pp—) 7 (ay+bx)(f7)* (w1 Awa)
est une suite de mesures qui converge dans U vers u = S AT d’apres la
proposition 4.14. Si p_ < —1 on obtient p9; > 0 et pgj41 < 0 done SAT = 0.
Si p— > 1, p est une mesure positive dans U qui vérifie f*u = prp_p =
det A - . Si p est de masse finie < pu,1 >< 400, alors

det A< p, 1> = < fru,1l>=<p,fil>
= dp <p,1>,

[vj+1(2, w) — vj(z,w)| <

ce qui implique pu = 0 lorsque d; # det A. O
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5. APPLICATIONS POLYNOMIALES DE C2

Soit f: (2,w) € C? — (P(z,w),Q(z,w)) € C? une application polynomi-
ale de C2, ot P et Q sont des polynomes tels que deg, P = «, deg,, P = 3
et deg, @ =7, deg,, @ = . On note P4 l'ensemble de ces applications ou

<[ 1]

désigne comme d’habitude la matrice des degrés.

On peut considérer I’extension fde f aP! x P! et on vérifie aisément que
le point ¢ = ([0 : 1],[0 : 1]) est un point d’indétermination sur lequel I'une
des droites {z9 = 0} ou {wy = 0} est contractée par f si degP < o + f3
ou deg@ < v+ 6. Réciproquement si degP = a+ 3 et deg@Q = v+ 9
alors ¢ est un point fixe de fqui n’est pas d’indétermination. Or les droites
{z0 = 0} et {wg = 0} ne peuvent étre contractées que sur ¢, donc ]? est
algébriquement stable. Notons que {f € P/ f non algébriquement stable
} est une hypersurface de P4.

Proposition 5.1. Soit A € My(N) et f € P4 qui s’étend en une application
méromorphe algébriquement stable f € My de P*xPL. Alors q = ([0: 1],]0 :
1]) est un point fixe superattractif de f a part dans l'un des cas suivants

(1) a=d=0et3=~=1, dans ce cas ]? est un automorphisme linéaire
(2) f=0cta=1;
(3) y=0etd=1.

La preuve est immédiate. Remarquons que les deux derniers cas corre-
spondent & des produits croisés semi-linéaires dont la dynamique se ramene
essentiellement a de la dynamique en une variable. Notons également que
tout un voisinage de {zpwo = 0} \I}E est envoyé sur g par f2, lorsque f n’est
pas un produit croisé, ce qui implique F = IF' Nous verrons a la section
6 que I'ensemble F 7 peut étre beaucoup plus gros dans le cas des produits

croisés (cf proposition 6.8).

5.1. Fonction de Green.

Comme précédemment, on notera py > 1 la plus grande valeur propre de
A, et (a,b) un vecteur propre a coefficients positifs associé, normalisé par
a+b = 1. On notera aussi pour j € N, f/ = (P’7,@Q7). Enfin, on notera
dans toute cette partie ||(z,w)]| := |z| + |w| si (z,w) € C2. De méme, pour

CeC <l =11l =1+ <]

Théoréme 5.2. Soit f € P4 une application polynomiale dominante de C?
qui s’étend en une application méromorphe algébriquement stable }‘V de P! x
P! qui n’est ni holomorphe ni un produit croisé. Soit g(z,w) := Glf;(l, z,1,w)
la fonction de Green de f dans C* et Q, := {(z,w) € C?/ fi(z,w) — ¢ =
([0:1],[0: 1))} le bassin d’attraction de q dans C%. Alors

.1 ; :
9(z,w) = lim — (alog || P/ (z,w)]| + blog |’ (z, w)ll)
Jo0 oy
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et
Q, = {(z,w) € C*/ g(z,w) >0} .

En particulier la fonction de Green est continue dans C?.

Démonstration. Sous les hypotheses du théoreme, on peut écrire f =
(P,Q) avec P(z,w) = B1z%w? + O(||(z,w)|)*+ 71 et Q(z,w) = Baz w’ +
O(||(z,w)|)Y*0=1), et B1By # 0. On peut donc trouver R > 0 assez grand,
et C > 0 tels que V(z,w) € Ug := {(z,w) € C2, min{|z|, |w|} > R},

9) CY 21 wl)® < [|P(z,w)]| < Cllz]|*|w]? |
(10) CH 2w’ < Q= w)|| < Cllz[lw]® .
Définissons
. 1 . . e
¢ (2, w) = — (alog | P7]| + blog [Q7])) + 3 p7 ' logC .
P+ k>j+1

Les inégalités (9) et (10) impliquent que la suite ¢’ est décroissante et [/ 1 —
gl <logC/ pﬂjl. On en déduit que g/ converge uniformément vers g dans
Ug ; de plus

lg — alog ||z[| — blog [[w][| <log C/(ps — 1) dans Uk,

donc Ug C € et I'invariance de g entraine Q, C {g > 0}.
On va prouver que g(z,w) = 0si (z,w) € Q4. Quitte & augmenter R > 0,
on a V|z| < R, V|w| > R,

(11) |P(z,w)| < CR|w|” et [Q(z,w)| < CR|w|’ .
De méme, V|z| > R, V|w| < R,
(12) |P(z,w)] < CRP|z|* et |Q(z,w)| < CR’|w|" .

Nous utiliserons le lemme suivant, dont nous laissons la preuve au lecteur.

Lemme 5.3. Soit k > max(a, 0,/ 7). Pour des choiz de constantes C1,
Cy > 0 assez grandes vérifiant C1/Cy = \/v/[, les suites a; = Cik?, et
bj = Cyk? satisfont, pour tout j € N,

aj,bj > 1 )
aj41 > max{f+ aaj,a+ pb;} +1,
bjit1 > max{y+db;,6+a;} +1.

Fixons maintenant (z,w) & €. Soit My := suppzg){max(|P},|Q])}
et 7 := max(«, 3,7,0). On pose M := max(M;,R,C,|z|,|w|) et on note
(zj,w;) = f/(z,w). On a donc Vj > 1, |z;| < R ou |w;| < R. Vérifions par
récurrence que Vj > 1, |z < M% et |w;| < M%. L’assertion est claire pour
j = 1 puisque a,b; > 1 et M > max(|z|,|w|). Supposons la vérifiée au rang
i1

Supposons max{|z;|, |w;|} < R. Alors |zj11| < My < M < M%+1 et
similairement |w;| < MY+,

Supposons |zj| < Ret |w;| > R. Alors |zj 11| = |P(2;,w;)| < CRYw;|? <
CMOHPh=1 < M9+ et |wjia] = |Q(zj,w))| < CRY|wy|® < CMYHb~1 <
Mbi+1,

Enfin le cas |zj| > R et |w;| < R se traite de maniere similaire.
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Il suffit & présent de remarquer que

AR R -k

py =

lorsque fn’est ni holomorphe ni un produit croisé. En fixant k£ < p; dans
la majoration précédente, on obtient ainsi que a;/p’, — 0 et b;/p} — 0 et
donc g(z,w) = 0. O

Remarque 5.4. Bien que g soit continue, Uapplication f n’est pas nécessai-
rement normale. Si par exemple f(z,w) = (2*w?+2%, 27w%), on a f(z,0) =
(2%,0). Un wvoisinage de {(z,w) € C?/|z| > 1 et w = 0} est attiré par le
point d’indétermination ([0 : 1],[1 : 0]). Cependant la croissance vers les
points d’indétermination est négligeable.

Théoréme 5.5. Soit (f\) une famille d’applications polynomiales domi-
nantes algébriquement stables de P4 dépendant continument d’un parameétre
A € A (A étant un espace métrique). Soit (Ty) la famille associée des
courants de Green. Alors A — T est continue.

Démonstration. La continuité de la famille des courants de Green est
équivalente a celle des potentiels (gy) dans C? pour la topologie Lllo .- Puisque
les degrés A sont fixés indépendemment de A, il découle de la construction
des potentiels que YA € A, gx(z,w) < alog||z]| + blog||w]||, donc la famille
gx est localement uniformément majorée.

Soit A\g € A et v une valeur d’adhérence de la famille (g)) au point
Ao. Montrons tout d’abord que v < g),. Rappelons que gy est la limite
décroissante des fonctions g7(-, ) et Vj € N, A — ¢7(+, \) est continue. Or
un infimum de fonctions s.c.s. est s.c.s., donc A — g(., A) est s.c.s. et ainsi
v < gy,- Notons que cette inégalité n’a lieu a priori que pour presque tout
(z,w) € C?, mais v et gy, sont psh donc v(z,w) < gy, (2, w), ¥(z,w) € C2,

L’inégalité inverse requiere véritablement le fait que les f) sont polyno-
miales dans C2. Les coefficients des polynomes définissant f varient con-
tinument avec A. Pour € > 0 fixé, on peut trouver R > 0 et une constante
C > 0 tels que VA € B(Xo,¢), V(z,w) € U,

CHlz*lwl® < [Pa(zw)l < Cllzl|*w]l?

CHlzMwl® < 1@a(z,w)| < Cllz]7[Jwl]l® .
On en déduit que la suite g/(z,)\) converge uniformément par rapport a
(2,A) dans Ur x B(Ag,€). Donc v = g), dans Ur. Mais v et gy, satisfont
la méme équation fonctionnelle v o fy, = p4 - v, et gr, © frg = P+ - Iro-
On en déduit, puisque le bassin d’attraction 4(fy,) de ¢ relatif & fy, est
égal & Qu(fr)) = Ujs1 [y (Ur), que v = gy, dans ce bassin. Enfin on a

0 < v < gy et gy, = 0 a lextérieur de Q4(f),), donc v = gy, dans tout
c2. O

Nous utliserons dans la partie 7 ’estimation suivante.

Proposition 5.6. Soit f € P4 une application polynomiale dominante de
C? qui s’étend en une application méromorphe algébriquement stable f de
P! x P! qui n’est ni holomorphe ni un produit croisé.
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Alors, au voisinage de tout point py € 1z, le courant invariant T associé

a f admet un potentiel G psh t.q.
G(p) = clog dist(p,po) + O(1)
pour une constante ¢ > 0.
Démonstration. On peut supposer que pg = ([1 : 0],[0 : 1]) et, quitte &
remplacer f par f2, que a, 3,7,6 > 1. Notons G(z,y) := Gf(l,ac,y,l) un
potentiel de T" au voisinage de pg. On cherche une constante ¢ > 0 t.q. pour
tout x,y assez petits
G(z,y) = cmax{log |z|,log |y|} + O(1).

On remarque tout d’abord que

G(JL‘, y) = Gf(l’ z,Y, 1) = Gf(l’ z, 1, 1/:’/) + blOg ‘y|

= g(z,1/y) + blog|y| > blog |yl

car la fonction g est positive (voir théoreme 5.2). Soit N € N* que nous
fixerons précisément par la suite, on obtient dans {|y| > |z|™} I'estimation

(13) Gl,y) > blogly| > bN " max{log 2], log |yl}.

Il reste & minorer G dans {|y| < |z|V}. Comme ¢ = ([0 : 1],[0 : 1]) est super-
attractif, la fonction G 7 est pluriharmonique dans un voisinage de 7~ 1{q}.
On peut donc trouver C > 0 t.q. pour u,v assez petits

(14) Gf(u,l,v,l) > (.

Or le point pg est isolé dans I+, d’ou P(1,2,0,1) = 0 ssi = 0. On peut
donc trouver des constantes Cy > 0, M € N t.q. |P(1,z,0,1)| > Cy|z|M.
De méme, il existe C5 > 0 et M’ € N tels que |Q(1,z,0,1)| > Ch|z|". On
choisit N > max(M, M') et ¢ < 1. La formule de Taylor donne pour tout
point de {[y| < |z|", 2] + |y| < e}

|P(L,2,y,1)] 2 Colz™ — Csly| = Cula]™,

pour des constantes C3,Cy > 0. De méme |Q(1,z,y,1)| > C’4\£C|M/. Donc

B 5
R IO 1= sl M el
l<|zN ol +ly<e UP L2y, )] QL 2,y,1)

< Cil‘x|min(ﬂN—M,5N—M’) < 1.

On utilise alors 1’équation fonctionnelle Gf~ oF = p, G 7 On déduit de
F(l,z,y,1) = (y*, P(1,z,y,1),%°,Q(1,2,9,1)) que pour tous les points de
{lyl < [V, |2 + ly| < €},

Glz,y) = pi'GHy", P1,y°,Q)

1 ?Jﬂ 95 1
53167 (Y1 1) 4 5 (alog P+ g Q)
p'Cr+ pi' (alog |P| +blog Q)
clog|z| + C5 > cmax{log |z|,log |y|} + Cs,

AVARLY,
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ce qui acheve la démonstration. O

5.2. Exemples.

Nous exhibons ici une famille d’applications polynomiales pour lesquelles
le support du courant de Green est strictement inclus dans ’ensemble de
Julia, ces applications ne sont donc pas normales (cf corollaire 2.7). Plus
précisément, il y a un disque holomorphe isolé dans ’ensemble de Julia que
le courant de Green ne peut pas charger (cf théoreme 2.8). Ce phénomene
est surprenant pour des applications qui ne sont pas des produits croisés.

Proposition 5.7. Considérons
fi(zw) € C? (2(w? — A2), w? (20 + Q(w))) € C?,

ot Q est un polynome de degré m < p et |[\| > 1. On note encore f
Uextension a P! x P! qui est algébriquement stable. Soit a = ([0 : 1],[1 :
0]) € Iy. On note Qq l'ensemble des points attirés par a sous lUitération de

f

Alors il existe rg > 0 tel que
{(z,w) eC?/0 < |2] < ot et lw| < 75} C Qa.

Le disque {0} x A(rd) est isolé dans l’ensemble de Julia Js. En particulier
SuppT est strictement contenu dans Jy.

La proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant.
Lemme 5.8. Considérons pour e, r > 0,
We(r) :={(z,w) € C?/e<zl <r Vet |w < 7“2}.
Fizons t,t' € R tels que 1 < t < |\?* < t'. Alors il existe ro > 0 tel que
Ve >0, VO < r <o,
F(We(r)) € Wie(r/t') .

Démonstration. On fixe ro > 0 assez petit pour que |A|*> —r > ¢, |\|]? +
3 <t'et (1+M)(t)rg <1, o0 M = sup|y|<1 |@(w)|. On a alors, pour
0<r<rg, (z,w) € We(r) et (z1,w1) = f(z,w), les inégalités

21| > (M| = r?)]2] > te

)\2 2 t/
1] < (AP 4 1)]e] < PEET  F
T T

21+ M 7\ 2
<(7)

jwi| < Jw]?(|2]|w]” + |Q(w)]) <7
d’ou le résultat. O

Notons que le point a = ([0 : 1],[1 : 0]) est un point d’indétermination,
I'application f n’est donc pas normale.
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6. PRODUITS CROISES

Soit A € M3(N) et f € M, une méromorphe dominante de P! x P! de
bidegrés («, 3) et (v,0). Nous avons jusqu’a présent laissé de coté certains
cas particuliers.

Lorsque 8 =y =0¢et o, > 2, f est holomorphe et sa dynamique s’étudie
séparément sur chacun des facteurs. Lorsque a = d = 0 et By > 2, f est
également holomorphe et f? est du type précédent.

Lorsque By =0et a =1 (ou §d = 1), f est semi-linéaire et sa dynamique
se ramene essentiellement a de la dynamique unidimensionnelle.

Il reste donc & considérer le cas B =0, v > 1 et a,d > 2 (le cas v = 0,
B >1et a,d > 2 se traite symétriquement). Ce type d’applications a été
étudié par plusieurs auteurs (voir [He 96|, [Jo 99|, [Se 97]). Notre point de
vue est a rapprocher de celui de Jonsson [Jo 99] dont nous nous sommes tres
largement inspirés. Il considere des produits croisés polynomiaux de C? qui
admettent une extension holomorphe dans P? et dispose dans ce cas d’une
mesure mélangeante 3 support compact dans C? contruite par Fornaess-
Sibony [F-S 95]. Nous construisons ici une mesure mélangeante associée a
n’importe quel produit croisé polynomial de C? f = (P(z), Q(z,w)) qui n’est
pas semi-linéaire. En particulier le degré en w peut chuter et le support de
la mesure peut étre non borné dans C2. On ne peut donc pas réaliser f
comme une application continument fibrée au dessus de .Jp, contrairement
a la situation étudiée dans [Jo 00]. Il est possible d’étudier également les
produits croisés rationnels, nous le ferons dans un prochain article.

Comme précedemment, on notera ||(z,w)|| := |z| + |w] si (z,w) € C?. De
méme, pour ¢ € C, [|¢]|:= [[(1, )] =1+ [c].

6.1. Mesure mélangeante.

Théoréme 6.1. Soit f : (z,w) € C?> — (P(z2),Q(z,w)) € C?, ot P et Q
sont des polyndémes tels que deg P = o > 2, deg,, Q@ = 6 > 2. Soit A(z) le
coefficient de w®. On note encore f Uextension méromorphe ¢ P' x PL.

(i) La suite de courants a7 (f7)*(wy) converge vers un courant Tp €
T (P! x PY) cohomologue ¢ w1 qui vérifie

f*Tp=a-Tp et Supp Tp = Jp x P,

ou Jp, l’ensemble de Julia de P, est un compact de C. Le courant
Tp admet un potentiel partout continu.

(ii) La suite de fonctions gj(z,w) = § 7 log ||Q’ (2, w)|| converge ponctuelle-
ment sur Kp x C vers une fonction g s.c.s. et localement bornée sur
Kp x C telle que

gof=2d-g,
ou Kp désigne l’ensemble de Julia rempli de P.

(iii) La suite de fonctions p;(z) = Zf:_ol log |AoP!(2)| converge ponctuelle-
ment sur Kp vers une fonction o s.c.s. telle que o € L*(up), ot pup
désigne la mesure de Green du polynome P.

(iv) Lorsque z est fizé dans Kp\ {¢p = —o0}, la fonction w — g(z,w) est
continue, sous-harmonique dans C. C’est la fonction de Green avec
poéle a linfini du compact K, := {w € C/g(z,w) = 0}. Elle admet
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le développement asymptotique
9(z,w) = log|w| + ¢(z) 4 0:(1) .

Remarque 6.2. Notons que (z,w) € Kp x C — g(z,w) n’est, en général,
pas continue(voir proposition 6.5).

Démonstration.

i) Le premier facteur est indépendant de w et induit une application
holomorphe P : P! — P! pour laquelle on sait construire une mesure de
probabilité pp telle que P*up = o - pp et qui admet un potentiel continu.
Le courant Tp = p}up a toutes les propriétés annoncées, o py : P! xP! — P!
désigne la projection sur le premier facteur.

i) Tl existe C' > 0 telle que |Q(z, w)| < C|lz]|7||lw||%, ott v = deg, Q. On
en déduit g;11(z,w) < gj(z,w) + -0t (logC + ylog ||P?(2)|]). Comme
Kp est un compact completement invariant par P, on obtient sur Kp x C
une majoration g;+1 < gj + 6 7C’. La suite (g;) est donc une suite “quasi-
décroissante” de fonctions psh non-négatives, elle converge ainsi ponctuelle-
ment vers une fonction g s.c.s. localement bornée sur Kp x C. La relation
fonctionnelle résulte de ce que gjo f =0 - gj41.

iii) On calcule par récurrence f7(z,w) = (P?(2),Q7(z,w)), ott Q7 est de

terme dominant A;(z)w® avec

Jj—1 ,
Aj(z) = [J(Ao P'()" .
=0
La suite
Jj—
i) = 55 log\A Z - log |Ao Pl(2)]
=0

est “quasi-décroissante” sur le compact Kpie. @iy < ¢j+logC/§ pour
une constante C' > 0, car A est bornée sur Kp qui est totalement invariant.
Elle converge donc vers une fonction ¢ s.c.s. Cette fonction ¢ n’est pas iden-
tiquement —oo puisque P admet une infinité de points périodiques dont le
cycle ne rencontre pas A~1(0). Enfin le théoréme de convergence monotone
donne

/ pdpp = lim [ @;dup
j—o0
1 *
= ZW < (P")*log|Al, up >
1>0
1
= m/lOgM‘ dup > —o0 ,

donc o € L' (up).
iv) 1l existe une constante C' > 0 t.q. pour tout (z,w) € Kp x C,

QG W)l = JAE)] - wl] < Cllw]*" .
On en déduit Vj € N,

C
gj+1 — 95 — 53+1 log Ao PJ| 5J+1 log ( W) .
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En minorant ||Q7]] > 1 et en sommant 'inégalité précédente, on obtient
VjeN, V(z,w) € Kp xC,

9(e00) = 5210 = (662) = (D] = 3 gro (1+ )

1>y

Fixons z € Kp\ {¢ = —oo}. Comme la série du membre de droite converge,
la suite (g;) converge uniformément vers g sur {z} x C et w — g(z,w) est
continue sur C. On obtient également V(z,w) € Kp x C,

(16) |9(z, w) = log lw]| — ()| < P(zw) ,
avec
1 C
U(z,w) = ; ST log (1 + m) .

Il s’ensuit, par convergence dominée,

. 1 . C
Jim (e w) = ) e Ju, log (1 o) =*
d’out g(z,w) = log ||w| + ¢(2) + 0.(1). Ainsi K, = {w € C/g(z,w) = 0} est
un compact de C, w — ¢(z,w) est sa fonction de Green avec pole & I'infini
et K, est de capacité logarithmique e~ #(). O

Théoréme 6.3. Soit f = (P(2),Q(z,w)) vérifiant les hypothéses du théoreé-
me 6.1. On note up la mesure de Green de P et i, == Ayg(z,w).

(i) Le courant p := dd(g-Tp) est une mesure de probabilité invariante
dans C? qui vérifie f*1 = b - p. Elle agit sur une forme test x par

a7) <ixs= [ [xtzwdnn) dure).

(ii) La mesure p ne charge pas les ensembles pluripolaires. Elle est mé-
langeante.
(iii) Le support de u vérifie

Supp p = U {z} x 0K, .
z€Jp\{p=—00}

Il est compact dans C? si et seulement si A=1(0) N Jp = 0.
(iv) Les fonctions log™||(Df)*Y| sont dans L'(p). Ainsi p admet deus
exposants de Lyapunov X', \". Ils sont donnés par

N =X\p=loga+ Z gp(zi) > loga >0
P’(z;)=0
et

N = log5+/ Z 9(z,wi(2)) dup(z) >1logd >0 .
99 (2,w;(2))=0
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Remarque 6.4. La positivité des exposants de Lyapunov assure que les
points périodiques répulsifs s’équidistribuent selon . Lorsque le support de
w est un compact de C2, il suffit pour le montrer de reprendre les arguments
donnés par Briend-Duval (voir [Br 97] et [Br-D 99]) dans le cas des endo-
morphismes de P¥, f étant holomorphe au voisinage du support de . La
situation est plus délicate lorsque le support de p, non compact, contient des
points d’indétermination a linfini. Nous détaillerons ce résultat dans un
prochain article.

Démonstration.

i) Le courant pu = dd®(g - Tp) est bien défini dans C? car g est localement
bornée sur le support de Tp. C’est une mesure positive puisque g; est psh
dans C? et 1 = lim dd®(g; - Tp). L’équation fonctionnelle f*u = ad - p résulte
de celles satisfaites par g et Tp. Enfin la masse de x4 dans C? est

Il = [ ( Awg<z,w>)dup<z>=1,
zeC weC

car o € L' (up) et [, Awg(z,w) =1 pour z € Jp \ {¢ = —oo} (cf 6.1Liv).

ii) La proposition 4.12 assure que p ne charge pas les ensembles pluripo-
laires. Comme le degré topologique de f est di(f) = ad > M(f) =
max(c, ), le résultat d’équidistribution de Russakovskii-Shiffman (voir théoreme
4.6) et le lemme 4.11 montrent que f est mélangeante

iii) La formule annoncée pour le support est une conséquence de (17).
Lorsque A=1(0) N Jp = 0, la fonction ¢ est uniformément minorée sur .Jp
et on déduit de (16) que g(z,w) — log ||w|| > Cy pour une constante Cy > 0.
Cela prouve la compacité de Supp (u).

Si A71(0) N Jp # 0 alors {p = —co} N Jp # 0. Soit (x;) une suite de
points de Jp \ {¢ = —oo} qui converge vers z tel que p(z) = —oo. On a
¢(xj) — —oo donc la suite de compacts 0K, C Supp (¢) est non bornée -ils
sont de capacité logarithmique exp(—@(x;))- et Supp (1) n’est pas borné.

iv) Pour montrer que les fonctions log™ ||(D f)*!|| sont dans L' (y), il suffit
de montrer que log™ |w| € L*(u). Or pour z € Jp \ {¢ = —oo}, la formule
de représentation de Riesz s’écrit

Ve, /C log [ — (| Awg(z,w) = g(2,C) — 9(2).

On peut approcher log™ |w| par dj_1 log | Bj(w)|, ot les B; sont des polynomes
de degré d; dont les racines sont sur 0D = {|w| = 1}. La formule de Riesz
donne alors

/ log™ || Awg(zw) < sup g(z,¢) — o(2).
C ¢edD

Comme g est majorée sur Jp x 0D, on en déduit
/ log™ wldp(z,w) < / —p(2)dup(z) + Co < +o0,
C2 C
ainsi log™ |w| € L ().

L’application f admet donc deux exposants de Lyapunov relatifs a la
mesure ergodique p. Ce sont deux réels \; > Ay caractérisés par I'existence,
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pour p-presque tout m € C? d’un sous-espace Ea(m) de C? tel que

1 :
'hrf —log|[Df? -v| = A2, Vv € Ea(m) \ {0},
J—+00 ]

1 .
lim =log||Df? - v|| = Ay, Yo € C2\ Ey(m).
Jj—+o0 j

On a de plus (cf [Y 95])
(18) A:)\l—i—)\g:/log\detDﬂdu.

Puisque f envoie une droite verticale {z} x C sur la droite verticale { P(z)} x
C, I'un des exposants de Lyapunov, notons le X, est égal & I'exposant de
Lyapunov Ap de P relatif a la mesure pup qui est ergodique pour P. La
formule annoncée pour )\ est alors une conséquence simple de la formule
de Riesz pour gp, la fonction de Green de P (cf [P 85]). Il reste a calculer
A=A —Xp. On déduit de (17) et (18)

V=== [ (fron] G2e0)| detw) qunte)

Or pour tout z € Jp \ {p = —oo}, g(z,w) = ¢(2) + [log|¢ — w|u.(C), et le
terme dominant de Q. (w) = Q(z,w) est A(z)w’. Siw(2),...,ws_1(z) sont
les racines de 9Q),/Ow(w) = 0 (comptées avec multiplicité), on obtient donc

8@ 6—1
[ 08| 5200 diatw) = g5+ 10814 + 3 (00121 — 121
=1

Enfin I'égalité (6 — 1) [ ¢ dup = [log|A| dup (cf démonstration de 6.1.iii)
fournit la formule désirée pour \”. O

6.2. Exemples.

Nous précisons dans ce paragraphe la dynamique d’une classe particuliere
de produits croisés polynomiaux. Cela fournit en particulier des exemples
d’applications polynomiales de C? pour lesquelles ’ensemble K ¢ des points
d’orbite positive bornée n’est pas fermé.

On considere f: (z,w) € C2 — (P(z), A(z)w’) € C2, avec § > 2, deg P =
a > 2. Comme précédemment ¢(z) = > ;5 ﬁ log |A o P!(z)| . On vérifie
aisément les assertions suivantes.

e La fonction g : Kp x C — R est donnée par g(z,w) = max(p(z) +
log |wl, 0).

o K,={wecC/|w <e ¥}

e Le second exposant de Lyapunov est A" = logd.

Il est possible de décrire précisément certains aspects de la dynamique
en discutant selon que A~1(0) rencontre ou non Jp (resp. K5%). Nous ne
mentionnerons que la

Proposition 6.5. Lorsque A=Y(0) N Jp # 0, l'ensemble {p = —oco} N Jp
est dense dans Jp. La fonction g j,«c est partout discontinue. L’ensemble
Ky = {(z,w) € C?/(f7(2,w))j>0 bornée } des points d’orbite positive bornée
n’est pas fermé. Son adhérence contient Jp x C.
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Démonstration. Soit 2 un point de Jp tel que A(x) = 0. Les préimages

de x par P7 sont denses dans Jp et appartiennent a Uj>1{g; = —o0o} C
{¢ = —oo}. La fonction ¢|;, ne peut donc pas étre continue aux points de
Jp \ {¢ = —oo}. Par suite, g est nulle sur une famille de droites {z} x C

dense dans Jp x C et g|j,xc est partout discontinue.

L’ensemble K; est un sous-ensemble de Kp x C. Si log|w| > —¢(2),
I’équation fonctionnelle go f = § - g assure que |w;| — oo, l'orbite de (z, w)
est attirée par {wg = 0}, donc (z,w) ¢ Ky.

Size Kpetp(z)+loglw <0,

1 =1
l
o uy] = log|u] + Y sy log|A 0 ()
=0

est strictement négatif pour j assez grand. Donc |w;| — 0 et (z,w) € K.
Ainsi K¢ N (Jp x C) est strictement inclus dans Jp x C et contient une
famille dense de droites {z} x C, il n’est donc pas fermé. O

7. APPLICATIONS BIRATIONNELLES DE P! x P!

7.1. Généralités.

Définition 7.1. Une application f : P! x P! — P! x P! rationnelle est dite
birationnelle s’il existe une application rationnelle g : P! x P! — P! x P!
telle que f o g est lidentité, en tant qu’application rationnelle. Dans ce cas
on notera f~1 Uapplication g.

On se restreindra dans toute la suite au cas ou la plus grande valeur
propre p; de la matrice des degrés de f satisfait p; > 1. Le cas d’égalité
ne se produit que lorsque f est un automorphisme linéaire de P! x P! ou
lorsque f est conjuguée a (z,w) — (az + b, R1(2)w + Ra(z)) avec a # 0, et
Ri, Ry € C(2).

Nous utiliserons a plusieurs reprises I’'observation suivante.

Observation 7.2. Soit f une application birationnelle de P! x P*. Alors
e f réalise un biholomorphisme de Pt x P\ CT sur P x P1\ C~,
o f(CT)=1",

ou Ct,C~ désignent les ensembles critiques de f, f~1.

Proposition 7.3. Soit A € My(N) et f € M4 une application birationnelle
de P xPL. Alors f=! € Muy, ou A désigne la matrice transposée de A. En
particulier M\1(f) = M (f~1).

Démonstration. Soit w’ et w” deux formes lisses fermées de bidegré (1,1)
sur P! x P!, Les courants f*w’ Aw” et ' A (f~1)*w” ne chargent pas les
hypersurfaces, on a donc

/ f*w' R — / f*w' Aw'
Pl xPl P1xPI\Ct
/ —1\*, 1
g w /\ w
/IP’1><IP’1\C (f )

— / wl A (f_l)*w".
Pl x P!
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L’application ([w'], [w”]) € HM (P! x PLR)? — [ p1 f*w A w” est une
forme bilinéaire ®; dont 'action dans la base ([w1], [w2]) est donnée par la
matrice Ay. L’égalité ci-dessus signifie que ® ;-1 est 'application duale de
Py, on adonc Ap-1 = Ay. O

Proposition 7.4. Soit A € My(N) et f € M4 une application birationnelle
de P! x P'. Les conditions suivantes sont équivalentes
i) f est algébriquement stable ;
i) A(f) =ps ;
ii) I3 ﬂ IL=0;
iv) f71 est algebmquement stable,
ou IOO = szlffij.

Démonstration. C’est une conséquence directe de 7.2 et 7.3. O

Nous aurons besoin dans la suite de 'information suivante, un résultat
similaire a été obtenu dans P? par Diller [Di 98].

Proposition 7.5. Soit f une application birationnelle algébriquement stable
de P' x P! et vérifiant p, > 1. Soit T le courant de Green de f. Alors

v(T*,p) >0ssipe L .

Démonstration. Soit Gt un potentiel de T dans C? x C?. La relation
Gt (\z, pw) = at log |\ +bT log |u| + GT (2, w) assure que G a un nombre
de Lelong supérieur ou égal & min(at,b") > 0 en tout point de {0} x CU
C x {0}. Soit p € Iy; C If et ¢ € 7 1(p). Soit F un relevement de
f dans C? x C? normalisé de telle sorte que GT o F = p, - GT. Comme
Fi(q) € {0} x CUC x {0}, on a
et bt
UG Q) = V(G o ) = S (G P (g)) = TR0
Pl P Pl
Ainsi v(T,p) > 0.
Réciproquement, soit p € Pt x P!\ If. Supposons que pour tout j > 0,
f7(p) € Cs. Les nombres de Lelong sont invariants par biholomorphisme
(voir [S 74]), donc on a pour tout j € N

W(T*,p) = ()T p) = —-w(TF, fI(p)) <
Py p]+

avec C' = max{v(T",z), z € P x P!}. Donc v(T*,p) = 0.
Quitte a remplacer f par un itéré on peut donc supposer que p € Cy. Soit

V une composante irréductible de C; contenant p. Comme T ne charge

pas V (théoréme 2.8.), il existe ¢ € V tel que v(T", q) = 0. De plus, il existe

une constante Cy > 0 telle que v(f*T",p) < Cy x v(T*, f(p)) (cf [Fa 99] et

[Ki 00]). Donc

C C
T+, p) = iw*w,p) < LT o) < Lol T <0,

> 0.

NN

puisque f(q) = f(p) est un point de I~ (cf observation 7.2). O
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7.2. Convergence vers T et points exceptionnels.

Soit f une application birationnelle de P! x P! algébriquement stable telle
que p4+ > 1. Le but de ce paragraphe est de caractériser le convexe compact
KCs des courants positifs fermés T' de bidegré (1, 1) et de masse 1 qui vérifient
I’équation fonctionnelle f*T" = p,T'. Les éléments extrémaux de Ky sont
T+ et certains courants d’intégration sur des courbes “exceptionnelles” de
I’ensemble critique. Notre principal résultat est le théoreme de convergence
suivant.

Théoréme 7.6. [Convergence vers T
Soit f une application birationnelle de P* x P! algébriquement stable t.q.
p+ > 1. Soit Tt = L(G") le courant de Green de f. Il est cohomologue d
wt = aTw; + bTwsy pour des constantes a*, b+ > 0.
Alors il existe un ensemble fini Ex, tel que pour tout S € T (P x PY), les
conditions suivantes sont équivalentes.
(1) Pour tout p € Ex, v(p,S) = 0.
(2) I existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de la classe de coho-
mologie de S t.q.

1.
(19) —(f)"(8) — T

P+
De plus si V' est un voisinage fizé de Ex, la convergence dans (19) est uni-
forme dans le compact des courants de masse 1 et dont le support évite V.

La démonstration s’appuie sur des estimations volumiques, i.e. sur une
minoration fine de la suite Vol(f?(F)) pour un borélien E fixé. Elle se situe
dans Pesprit de celle initiée par Bedford-Smillie ([B-S 91]), Fornaess-Sibony
([F-S 92]) dans le cas des applications de Hénon, et de Diller ([Di 96])) dans
celui des applications birationnelles de P2. Notons qu’un résultat similaire
se démontre pour les applications birationnelles algébriquement stables de
P? et constitue la version aboutie des procédés de convergence développés
jusqu’a présent, en particulier dans le cas des applications de Hénon.

Commencons par quelques définitions. Nous noterons S Ay 'ensemble des
points périodiques superattractifs de f, i.e. ceux dont les deux valeurs pro-
pres s’annulent. Cet ensemble est fini car le nombre de cycles superattractifs
est majoré par le nombre de composantes irréductibles de I’ensemble critique
Cy. On notera Q(SAf) = Upesa,2(p) la réunion des bassins d’attractions
des cycles superattractifs.

Soit p € SA; un point périodique que I'on peut supposer fixe quitte a
prendre un itéré de f. Comme f est birationnelle, il découle de la proposition
2.1. de [Fa 00] que le germe défini par f en p est rigide, c’est-a-dire que
Un>0Cpn est un germe de courbe analytique a croisements normaux. L’article
[Fa 00] est consacré a la classification de ce type de germes. On en déduit
que (f,p) est conjuguée a I'une des formes normales suivantes.

- Classe 1:
fl(zv w) = (Zala)‘wzaQ + P(Z))
avec a1 > 2, A # 0, ag > 1 et P est un polynéme s’annulant en 0.
- Classe 2:
f2(zv w) = (Za1wa2’ Zag,wa4)
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avec |ajaq — agag| = 1.
- Classe 3:

folzw) = (") (14 A1l 4 P wm) 7,
(zal’waQ)U(l—i—)\Zblwa +P(za1wa2))a1)

avec a1 + ag,by + by > 1, u,v > 1, A # 0 et |arby — azb1| = 1 et P est un
polynoéme s’annulant en 0.

Remarque 7.7. Notons que lorsque p € SAy est fizé, le germe (Cy,p)
n’est pas toujours totalement invariant. Par contre (Cy2,p) Uest et pour tout
J =2, (Csi,p) = (Cy2,p). Par la suite nous considérerons ainsi les itérés de

f2.
Définition 7.8. Soit p € SAy de période n. On définit le réel p(p) par
e p(p)" :=ay si (f,p) est de classe 1 ;
e p(p)" :=2"Ya1 +as+ /(a1 — as)? + 4azas) si (f,p) est de classe 2

o p(p)" == a1u+ agv si (f,p) est de classe 3.

Le réel p(p)™ est le rayon spectral de laction de f™ sur l'espace des R-cycles
engendrés par les composantes de Cyan contenant p.

Notons que p(p) > 1 dans chacun des trois cas car f est superattractive.
Le réel p(p) controle précisément la décroissance du volume Vol (f7(E))
lorsque E C Q(p) (voir proposition 7.12).

Lemme 7.9. Soit f une application birationnelle de P! x P! algébriquement
stable t.q. p1 > 1 et p € SAy un point périodique. Alors p(p) < p4.

De plus p(p) = p+ ssi il existe un R-cycle [V] contenant p, cohomologue
a T et a coefficients réels positifs, t.q. f*[V] = pi[V].

Démonstration. Notons n la période du point p. Puisque f n’est pas un
produit croisé (nous avons supposé p; > 1), il existe une constante ¢ > 0
telle que VS € T(P x P1), [|(f9)"(T)|| < cp?, T

Lorsque f est de classe 1, le germe Cyn est irréductible en p. Soit V' la
composante irréductible (globale) de Cn» contenant p. Au voisinage de p,

(") V]p) = (p)" V], p)-
Globalement on obtient donc (f™)*[V] > p(p)™[V] pour tout j € N, d’ott

p(p) < pi. Lorsque p(p) = py, on a (f*)*[V] = pli[V], ce qui force
(f")*[V] = p"t[V]. On conclut en remarquant que

n—1 n—1
f* <Z pﬁ.‘k(f’“)*[V]> =pt (Z pi"“(f’“)*[ﬂ) :
k=0 k=0

Si f est de classe 2 ou 3, notons V; et V5 les deux composantes irréductibles
locales du germe défini par Cy2n au voisinage de p. Supposons que V; et V5
appartiennent & la méme courbe irréductible V' C P! x P'. Apres un nombre
fini d’éclatements de points au dessus de Iy2n, la transformée stricte de V'
devient une courbe rationnelle lisse (voir e.g. [Be 83]), ce qui est contra-
dictoire. Donc Vj et Vo définissent globalement deux courbes irréductibles
distinctes.
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Définissons le cycle [V] := a3[Vi] + (p(p)” — a1)[V2] si f est de classe
2 (le vecteur (as,p(p)™ — a1) est propre pour la matrice [ Zl Zg ]), et
2 04
[V] := a1[V1] + az[V2] si f est de classe 3. Ce sont des R-cycles a coefficients
positifs. Pour tout j € N, on a localement

((f")*[V]p) = (p(p)"[V], p)-
Comme précédemment, on en déduit p(p) < p4 et, lorsque p(p) = p4,
)V = pelVI. O

Définition 7.10. [Points exceptionnels]

Soit A € Ms(N) avec By # 0, et f € My une application birationnelle
algébriquement stable de P* x P! qui n’est pas linéaire (i.e. py > 1).

Un point p € SAy est dit exceptionnel si p(p) = py. On notera Ex
l’ensemble des points exceptionnels de f.

Le théoréeme suivant donne une estimation précise de la décroissance de
Vol(f7(E)) lorsque j tend vers l'infini. C’est le point clé de la démonstration
du résultat de convergence des courants (théoreme 7.6).

Théoréme 7.11. [Estimations volumiques]

Soit f une application birationnelle de P' x P! algébriquement stable t.q.
p+ > 1. On note Q(p) le bassin d’attraction d’un point p € SA;. Pour
r > 0 assez petit, on définit Q,.(p) := {z € Q(p) / dist(z,00(p)) > r}.

Fizons A > 1 et pg > 1 t.q. p> po > sup{p(p), p € SAs\ Ex}. Alors, il
existe C1, Co > 0 t.q.

(1) pour tout borélien E C P! x P!\ UpeSAf Q(p), et Vj >0,

Vol(J7 (E)) > (C1 Vol(E)) =’
(2) pour tout borélien E C UpeSAf\Sx Q,(p), et V5 >0,

Vol(f(E)) 2 (Cre(E))*2#%;
(3) pour tout borélien E C J,ce, 2r(p), et Vj >0,

Vol(f7(E)) = (Cra(E)) ™7
avec —x(E)logz(E) = Vol(E).
Nous commencons par établir la

Proposition 7.12. Soit p € SAy et B C Q(p) un petit voisinage de p.
1l existe des constantes D1, Dy > 0 t.q. pour tout borélien E C B et pour
tout j € N, ,
Vol(f/(E)) > (Dyx(E))P2®),
ou x(E) est défini par la relation —x(E)logx(E) = Vol(E).

Démonstration. La preuve est similaire a celle du lemme 3.3. Il nous faut
estimer Vol {|Jf7|> <t} pour t < 1 au voisinage de p. Pour cela on calcule
explicitemement J f a ’aide de la forme normale de f.
Classe 1:

Tf] = [Aay]|zf@Fee,
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Classe 2:
‘Jf| — ‘Z|a1+a371‘w‘a2+a4—1.

Classe 3:
A1 = Dhplp)af 0012 afen et a1 (1 gy e,

avec (z,w) = AP + P(2%1w?2),

On remplace alors dans les formules ci-dessus f par son itéré f7 et on en
déduit une minoration de |Jf|’. Dans le cas des classes 1 et 2, le calcul se
fait simplement. Pour f de la classe 3, on observe que

fﬂ4:(wmw@wmmu+¢wf@y@4fumaw@%l+woﬂ»“)

On en déduit I'existence d’une constante C' > 0 t.q. pour tout j7 > 0
Classe 1: ' ' _
\Jf) > DJ‘Z|CP(P)]’
avec D = |Aaq|.
Classe 2: ' _
|TfP > zw|OP@).
Classe 3: ' , .
TP > DJ‘Z,|C/J(17)J7
avec D = |A(a1u + agv)].
On peut alors reprendre la démonstration du lemme 3.3 pour conclure. [

Démonstration du théoréme 7.11. La premiere assertion est une adap-
tation immédiate du théoreme 3.11 de [Di 96] que nous laissons au lecteur.

Pour prouver la seconde et la troisieme, on vérifie que pour r < 1 et
p € SA; fixés, et pour tout borélien £ C Q,(p) et j € Non a

Vol(fI(E)) > (Cra(E))C2r@Y.

On choisit N € N assez grand pour que fV(Q,(p)) C B, ou B est un
voisinage de p sur lequel les estimations de la proposition 7.12 sont valides.
On peut de plus trouver C' > 0 t.q. pour tout borélien £ C P! x P!

Vol(fN(E)) > (Vol(E))©
(voir e.g. corollary 3.13 de [Di 96]). On a donc, pour j > N,
Vol(f(E)) > (Vol(f~N(E))C > (Dya(E))CP2r)

ce qui acheve la démonstration. O

j—N

Démonstration du théoréme 7.6. Soit S € 7 (P! x P!). Supposons
que v(p,S) > 0 pour un point p € £z. Quitte & changer f en f', on peut
supposer f(p) =pet f(V)=p, ou V est le R-cycle défini par le lemme 7.9.
Soit g € V'\ Iy, on a
v(f*8,q) 2 v(S, f(q)) = v(S,p) > 0.
Ainsi f*S > ¢ [V] pour une constante ¢ > 0. Mais alors Vj € N,
c

1 . 1 .
—(fI)S > e— () V] = —[V],
fﬂU) _;ﬂu )*[V] m[]

donc pjrj (f7)*S ne peut pas converger vers un multiple de 7.
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Réciproquement, soit S € 7 (P! x P!) un courant cohomologue & agw; +
bsws t.q. v(p,S) = 0 pour tout point p € Ex. Soit ¢ = L71(.5) un potentiel
normalisé de S dans C2xC2. La fonction psh uj = p;j o7 est un potentiel
de pjrj(fj)*(S). On va prouver que u; — ¢G* dans L} (C*) pour une

constante ¢ > 0. La condition d’homogénéité sur ¢ assure, ¥(z,w) € C?>xC2,
o(z,w) < aglog|z| + bglog |w|.
On en déduit Vj > 0, V(z,w) € C? x C?,

uj < pi? (aslog |P7| + bslog |Q]) .
Nous prouvons ci-apres le
Lemme 7.13. Posons
E! = {([z], [w]) t.q. uj — p;j(as log |P7| + bslog|Q’|) < —e} ¢ P! x PL.
Alors pour tout € > 0, lim;_.o Vol (EZ) = 0.

On peut écrire pjrjAj Hag,bs) = ¢ (a™,b") + Ya’,17) avec ¢ > 0, ol le
dernier terme (a’,b’) décroit exponentiellement vite vers zéro a la vitesse
(p—/p+)?. On a donc,

lim p.7 (aglog|P?| + bglog |Q7]) = cG™.
Jj—00

Les {u;} forment une suite de fonctions psh localement uniformément ma-
jorées. On peut en extraire une sous-suite convergeant dans Llloc vers une
fonction u psh ou identiquement égale & —oco. Le lemme précédent implique
alors que © = ¢G™ presque partout, ce qui conclut la preuve.

Soit S; une suite de courants de masse uniformément bornée par 1 et
dont le support évite un voisinage V' fixé de £x. Alors en terme de classe
de cohomologie, et pour des constantes ¢ > 0, on a p,”[(f7)*Sy] — cx[T]
uniformément en k. D’autre part, une conséquence standard des inégalités
de Harnack donne l’existence d’une constante C' > 0 t.q. les potentiels
or = L7Y(Sy) satisfont ¢, > Gt — C dans 7~ (V). En reprenant la
démonstration précédente, on en déduit que pjr] o © FI — ¢,GT uniformé-
ment en k. (]

Démonstration du lemme 7.13. Pour estimer Vol (EZ), on remarque
tout d’abord que Ve > 0, Vj > 0,
J(EJI 0
FED C B,

et on utilise les estimées volumiques précédentes (théoréme 7.11).
Fixons r > 0 arbitrairement petit, et notons

Fy o= (P" x P\ Upesa, Qp)) U Q. (p)-
pESAL\Ex

On va estimer tout d’abord Vol (EZ N F,). Il est classique (voir e.g. [Ki 00])
qu’il existe des constantes Dy, Do > 0 t.q. Vi > 1

Vol (EY) < Dy exp(—Dst).
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Combinons les deux premieres assertions du théoreme 7.11. On peut trouver
des constantes Ci, Cy > 0 t.q. Vj >0,

(Cro(BLN F)% < Vol (fF(E]) N Fy)
Vol (Eopj ) < Dy exp(—Daepl, ).

ery

IN |

On en déduit que pour des constantes C,C’" > 0
#(BLOF) < Cexp (= (py/p0)’) — 0.
j—oo

En notant Q(€x) = Upece2(p), et en faisant tendre r vers 0, on en déduit
que lim;_,o, Vol(EZ \ Q(Ex)) = 0.

On va estimer maintenant Vol (EZNQ(Ex)). Pour cela on fixe r > 0 assez
petit et on étudie Vol (EZ N Q,(Ex)). On notera aussi By(Ex) I'union des
boules centrées sur £x et de rayon n. Par hypothese, pour tout p € £x on
a v(p,S) = 0. Le volume Vol (E) pour ¢ > 1 est donc extrémement petit
au voisinage de £x. Plus précisément (voir [Ki 00]), pour tout R >> 0 fixé,
il existe n > 0 petit et D3 > 0 t.q. pour tout ¢t > 1,

Vol (EY N B,(£x))) < D3 exp(—Rt).

On peut appliquer la troisitme assertion du théoreme 7.11. Pour tout j € N
assez grand t.q. f/Q,(€x) C B, (E€x) on obtient:

Cha(EI N Q. (Ex) 2 < Vol (F(ED) N Oy (Ex))
( )
< Vol (B2, 1 £ (@ (E2))
<

Vol (Egp]-+ N B, (€x)) < Ds exp(—Rser).

Cela prouve que

Iim 2(EZ N Q,.(Ex)) < O texp(—eCy 'R)

j—00

et on conclut en faisant tendre R vers l'infini. O

Le résultat suivant est une conséquence du théoréme de convergence.
Proposition 7.14. Le courant de Green T+ est extrémal dans T (P x P1).

Démonstration. Soit S € 7 (P! x P!) tel que S < T". On veut mon-
trer que S est proportionnel & T+. Considérons S; Pextension triviale de

p]+(fﬂ]lepl\c )*(S) atravers Cy—;. Le courant T vérifie p/, (f7)* T+ =T+
F—3

dans P! x IP’l\Cf_]-, on en déduit I'inégalité S; < T+ valable dans tout P! x P!
puisque 7" et Sj ne chargent pas Cy—;.

Soit a présent S = (f7)*S;/p.. Linvariance de T+ donne S% < T+ donc
S;- ne charge pas ij U Cf_]- (théoreme 2.8). Mais on a clairement S;- =5
hors de Cy; UCy-j, comme S ne charge pas non plus les hypersurfaces, on
en déduit que S; = S dans P! x P!

Notons 0 et  deux générateurs de H'1 (P! x P!, R) correspondants aux
deux valeurs propres p. et p_ de A. La classe de S; se décompose en
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[S;] = ;61 + y;j02. On en déduit que
[S]= | 5 (F)"S;| =z + [ — | yjo
o P+

Puisque f n’est ni linéaire, ni un produit croisé, on a |p_| < p4 (cf lemme
2.1). 1l s’ensuit que pour tout j, on a y; = 0 et ; = . Ainsi S est
cohomologue & 2T+ avec 0 < x < 1.

De S; < T* on déduit que SuppS; N V = (), o V désigne un voisi-
nage assez petit de ’ensemble des points périodiques superattractifs de f.
Le théoréme 7.6 assure alors que (f7)*(S;/z)/p’. converge vers T, d’ou
S =al™ . O

7.3. Applications birationnelles polynomiales dans C2.

Soit A € M3(N) et f € M4 une application birationnelle de P! x P!
11 est naturel (cf proposition 1.5.2) de se restreindre aux applications telles
que IpNIg = 0. Dans ce cas, la proposition 4.7 permet d’exprimer le degré
topologique d¢(f) = ad + Sy = 1. On a donc Sy = 0 ou ad = 0. Lorsque
B =0 (le cas v = 0 se traite par symétrie), on obtient a = § = 1 ; le
premier facteur est donc linéaire et la dynamique de ce produit croisé est
assez simple a étudier. Dans la suite nous nous intéressons au cas o = 0 (le
cas 0 = 0 se traite similairement). On a =~ =1 et on peut conjuguer f
linéairement pour se ramener a I’étude de

f [z [w]) = ([w], [C(w)z1 + D(w)zo = A(w)z1 + B(w)z]),

ou A, B,C, D sont des polynémes homogenes de degré 6 en w = (wq, wy).

Nous considérons ici le cas des applications qui sont polynomiales dans
C?. Pour une application de la forme précédente, cela revient a imposer
C=D=0,ie.

f:(z,w) € C*— (w, A(w)z + B(w)) € C?,

avec A, B € Clw] et A # 0. Lorsque A est un polynéme constant, on dira
que f est une application de Hénon.
Plus généralement, on introduit le semi-groupe suivant.

Définition 7.15. Soit H le semi-groupe des applications birationnelles poly-
nomiales f : C?> — C? s’écrivant sous la forme f = hgo---0hy avec

hi : (z,w) — (w, A;(w)z + B;(w)),
ou A;, B; € (C[w], A; £0, et §; := max{l + deg(AZ),deg(Bl)} > 2.

Le théoreme de Jung (voir théoreme 2.6 de [F-M 89]) permet de montrer
que tout automorphisme polynomial de C? est conjugué par un automor-
phisme polynomial soit & une composée d’applications de Hénon, soit & une
application élémentaire (z,w) — (az + b,cw + B(z)) avec a,c € C*, b € C,
et B € C[z], soit a un automorphisme affine.

Question. Toute application birationnelle polynomiale de C? est-elle conju-
guée par un automorphisme polynomial de C? & 'une des applications suiv-
antes 7

1. un élément de H;
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2. une application élémentaire de la forme (z,w) — (az+b, A(z)w+B(z))
avec a € C*, b€ C, A,B € Clz], et A#D0.
3. un automorphisme affine.

La proposition suivante indique que tout élément de H se compactifie de
maniére algébriquement stable soit dans P2, soit dans P! x P

Proposition 7.16. Soit f = hyo---0hs € H avec
hi: (z,w) — (w, Aj(w)z + B(w)),

ou A;, B; € Clw] et A; #0, et 0; := max{1 + deg A;,deg B;} > 2. Notons ¢
le degré total de f; p4+ le rayon spectral de la matrice des degrés en z,w de
f et (a,b) le vecteur propre associé, a coefficients réels positifs normalisés
par a+b=1.

(1) SidegAs < degBs—1, f se compactifie en une application algébri-
quement stable de P2. L’hyperplan a Uinfini {t = 0} est contracté
par f sur le point ¢ = [0:1:0] qui est superattractif. Soit Q; C C?
son bassin d’attraction.

Le courant positif invariant TH := limj o 07 (f/)*wrs admet
pour potentiel dans C? la fonction g+ = lim;j_,oc § 7 log™ || f7]|. Cel-
le-ci est psh, continue, et {g* > 0} = Q.

(2) Si deg As > deg Bs, [ se compactifie en une application algébri-
quement stable de Pt x PL. Les deux droites a Uinfini {zowo = 0}
sont contractées par f? sur le point ¢ = ([0 : 1],[0 : 1]) qui est
superattractif. Soit Qg C C? son bassin d’attraction.

Le courant positif invariant TT = lim;_, p1” (f7)* (w1 +bws) ad-
met pour potentiel dans C* la fonction g* :=lim;_. p,” log™t || f7]].
Celle-ci est psh, continue, et {g* > 0} = Q.

Comme f est birationnelle, on peut également considérer T~ le courant
invariant associé a son inverse. Le courant 7" admet un potentiel continu
hors des points de [ =T #2 qui sont en nombre fini, on peut donc définir le
produit 7 AT~ en raffinant la méthode de Bedford-Taylor [B-T 82] (voir
[De 93] et [F-S 95b]).

Théoreme 7.17. Soit f € H.

La mesure p =TT AT~ /[Tt ANT~|| est une mesure de probabilité dans
C? qui ne charge pas linfini et vérifie f*u = fop = .

La mesure p est mélangeante.

Exemples 7.18. Nous nous intéressons ici au cas particulier f(z,w) =

(w, A(w)z) avec deg A > 1). Considérons son extension méromorphe f dans
P! x PL. L’ensemble d’indétermination de f est

I ={([1:0],[0:1]);([0: 1], [1,¢]) ou A(¢) = 0}
et on a
I =Ip=I"0{(0:1],[1:0])}.

L’ensemble d’indétermination de Uinverse f~1 est

I ={([0:1],0: 1]); ([1: ¢}, [1:0]) ou A(¢) = O} .
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L’ensemble 1 est constitué du point a Uinfini ¢ = ([0 : 1],]0 : 1]) et de la
réunion des orbites -sous l'action de f- des points ((,0), o ¢ € A~1(0). On
obtient donc

Ioo = {a; (N¢,0), (0,X71¢) avec ¢ € A7H(0) et j > 0},

ot on a posé A = A(0).

Lorsque |\| < 1, les points de Iy sont envoyés par FL sur le 2—cycle
{([1:0],[0 : 1]); ([0 = 1],[1 : O])} qui est attractif pour f~1. L’application f
est donc normale et le support de la mesure pu est compact dans C?.

Lorsque |(A\| =1, on a ET N E~ = (. Notons que la fonction de Green g~
est alors discontinue sur les cercles {|z] = |C|} x {0} et {0} x {|w| = (|} si
A est d’argument irrationnel.

Lorsque |\| > 1, ET N E~ est non vide, constitué du 2-cycle {([0 : 1],[1 :
0]); ([1 : 0,[0 : 1))} qui est semi-répulsif pour ]?*1 (de wvaleurs propres 0
et \). Nous pensons que le support de la mesure mélangeante p n’est pas
compact dans C? lorsque |\ > 1.

Démonstration de la proposition 7.16 Notons f; = (Ps,Qs) = hyjo---0
hs, nous allons démontrer par récurrence sur s > 1 que
1) si deg As < deg Bs, alors deg,, Qs = deg Qs > deg Py = deg,, Ps ;
2) si deg As > deg By, alors deg, Qs + deg,, Qs = degQs > degP, =
deg, Ps + deg,, Ps.

L’assertion est claire pour s = 1. Supposons la vérifiée au rang s — 1 et
écrivons les relations de récurrence

Pi(z,w) = Ps_1(w,As(w)z + Bs(w))
Qs(z,w) = Qs—1(w, As(w)z 4+ Bs(w)).

Il suffit alors d’examiner les quatres cas qui se présentent, selon que f;_1 et
hs sont de “type P?” ou de “type P! x P”.

Les assertions concernant le comportement de f; a l'infini en résultent,
celles concernant le courant de Green découlent du théoreme 5.2 lorsque f
admet une extension algébriquement stable dans P! x P!, elles s’obtiennent
de maniere analogue -le controle de la croissance est plus simple a obtenir-
lorsque f admet une extension algébriquement stable dans P2. O

Démonstration du théoréme 7.17. Supposons que f se compactifie de
manicre algébriquement stable dans P! x P! (le cas P? est analogue).

Le courant 7% admet un potentiel continu dans C?, comme de plus 7~ ne
charge pas les hypersurfaces, la mesure p|c2 ne charge pas les hypersurfaces
(voir proposition 4.10). En particulier elle ne charge ni C* ni C~, ce qui
assure f*plc2 = fiplcz = plce.

Montrons a présent que p ne charge pas les points d’indétermination de
f?, ce qui assurera que ¢z est une mesure de probabilité puisque le support
de T ne rencontre I'infini qu’aux points de I, = I2. Soit p € I, on se
place dans une carte locale avec p = 0 et on note G un potentiel continu
de T dans By \ {0}, o By est une boule centrée en p = 0. La fonction
G est une fonction psh semi-exhaustive dans By (voir definition 4.1 p.137
[De 93]) et la masse de p en p = 0 est un multiple du nombre de Lelong
v(T~,G") de T~ par rapport a la fonction G (definition 4.2 p.137 [De
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93]). La proposition 5.6 assure

+
lim sup G7(2)
z—0 IOg |Z‘

<c< 4o0.

Le théoreme de comparaison des nombres de Lelong généralisés de De-
mailly (First comparison theorem p.148 [De 93]) donne alors v(T~,GT) <
c-v(T~,0). Comme f est algébriquement stable, on a IX NI = 0 (propo-
sition 7.4), d’ou v(T—,0) = 0 (proposition 7.5). Il s’ensuit que p ne charge
pas le point p = 0.

Nous en déduisons a présent le mélange de p en reprenant la démonstra-
tion proposée par Sibony dans le cas des automorphismes polynomiaux
réguliers de CF (théoréme 7.1 p.52 [Si 99]). Nous renvoyons & [Wa 82] pour
les définitions concernant le mélange (fort). Si v et x sont des fonctions
test, il s’agit de montrer que

Jotr o ([ ([ xan).

Puisque p ne charge pas les points de If, ni les droites & 'infini, on peut
supposer que les supports de 1 et x sont inclus dans C?. Enfin on ne perd
rien & supposer que 0 < ¢,y < 1. Considérons R; := (f~9)*(¢T~)/p’,.. La
proposition 7.19 qui suit montre que R; converge vers ¢y, - 1T~ avec ¢y, =
[dp et dR;, dd°R; convergent vers 0 en masse. Il s’ensuit que (f /)T A
T~ converge vers ¢, TT AT~. Soit en effet 6 une fonction test a support
dans une boule de C?, on note G un potentiel continu de TF dans cette
boule. Alors

<U(fHTATT,0>=< %(f—ﬂ*(w—) AT, 0>
P+

1 .

=< dd* <7(f3)*(1/)T)9> G >
P+

=< Rj Add°0,Gt > + < 0dd°R;,GT > +2 < dR; A d°0,G* > .

Le premier terme converge vers < ¢y, - T~ ANdd0,GT >=< ¢y, - TTANT~,0 >
puisque G est continue au voisinage du support de et les deux derniers
convergent vers 0 puisque ||[dR;|| et ||dd°R;|| convergent vers 0. Ainsi

/¢(fj)xdu =< ()T AT, m >—< Y >< x>

Proposition 7.19. Soit f € H et Y une fonction test.
La suite de courants

1, .. _ N
Ry = L (YT = o s I)T
P+
converge vers ¢y - T, ol ¢y =< p,p >= [YTTANT~/|T+T NT~||. De plus

dR; et dd°R; convergent vers 0 en masse.
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Démonstration. La démonstration est une adaptation immédiate de celle

de Sibony, proposition I1.6.1 [Si 99].
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