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La démonstration tres elliptique du théoreme de la variété pseudo-stable par R. de la Llave
et C. E. Wayne [1] repose sur une version du théoreme des fonctions implicites qui n’est
pas. . .explicitée par ces auteurs mais mérite, je crois, de I'étre.

Dans la suite, on se donne trois espaces normés A, X, Y et un germe* F': (AxX,0) — (Y,0)
tel que le “déploiement” F : (\,z) — (X, F(\ x)) soit un germe de difféomorphisme
lipschitzien (bijection lipschitzienne non nécessairement différentiable mais dont I'inverse
est lipschitzienne). Les zéros de F' forment donc le graphe du germe ¢ : (A,0) — (X,0)
de “fonction implicite” lipschitzienne donné par p(\) = pry o F~1(),0). L’objet de cette
note est d’expliciter des conditions assurant la différentiabilité de ¢ dans des cas ou F
n’est pas différentiable. Nous en déduisons une preuve sans artifice du théoreme de variété
pseudo-instable, pour changer du cas pseudo-stable traité dans [1].

1. Une condition pour que la fonction implicite soit différentiable.

Présentons d’abord le résultat sous sa forme la plus simple :

PROPOSITION 1. — Supposons qu’il existe deux espaces normés X,

Y1, deux applications i € L(X1,X) , 7 € L(Y1,Y) et deux germes L : (A,0) — L(A,Y7),
A (A,0) — Iso(Yr, X;) possédant les propriétés suivantes :

(i) le germe F : (A x X1,0) — (Y,0) défini par Fy(\,x) := F(\,ix) est différentiable;

(ii) les zéros de Fy forment le graphe d’un germe ¢ : (A,0) — (X1,0) de fonction
implicite continue — par définition de F}, ¢ =i 01 ;

(iii) les dérivées partielles de Fy en ¢1(A) := (A, p1(A)) sont Oy F1(¢1(N)) = jo L(\) et
F1(P1(N) = jo AN

Alors ¢ est différentiable et Dp(X) = —i o A(X) o L(\).
Démonstration. En posant A(X) := —A(X) o L(A), nous voulons prouver que

(A +p) —o(A) —iAA)p = o(|u]) ;
puisque F est un germe de difféomorphisme lipschitzien, il revient au méme de montrer

que FOA+ p, oA+ ) — F(A+ p, 0(A) +iA(N)p) = o(|p]), c’est-a-dire, par définition de
o, que F(A+ p, p(A) +iA(AN)p) = o(|p|), ce qui sécrit aussi

(") Fy(A+ s 01(A) + AA)p) = o([ul) -

* Pour que la vie soit supportable, nous entretiendrons le flou d’usage entre les germes
et leurs représentants.



Comme F; est différentiable et nulle au point ¢1(A), on a

LA+ 1.01(3) + AA) — (DR(@10) + 02F3 (@1 (0) 0 AN )t = o) :
on en déduit (*) car, d’apres (iii),
O1F1(21(N)) + 02 F1(£1(N)) 0 A(N) = j o (L(A) + A(N) " 0 A(N))

qui est nul par définition de A(\). o

2. Une condition pour que la fonction implicite soit C'"®

Nous dirons que ¢ est C**, 0 < o < 1, lorsqu’elle est C! et a une différentielle holderienne
d’exposant « (c’est-a-dire, si @ = 0, uniformément continue, ce qui n’est une condition
supplémentaire qu’en dimension infinie). Il revient au méme de dire qu’il existe ¢! : (X, 0) —
L(A, X) telle que

o(lul) st a=0
O(|u|™) sinon,

P+ 1) —pN) — ' (Np = {
notations signifiant
— dans le premier cas, que le quotient du premier membre par |u| tend uniformément
vers 0 quand g — 0;
— dans le second cas, que le quotient du premier membre par |
borné.

|1 est uniformément

La différentielle de ¢ est alors ¢'.

PROPOSITION 2. — Sous les hypotheses de la proposition 1, si F} est
Cl* (0 <a<1)et que L et A sont des germes d’applications bornées, alors ¢ est C1<.

Démonstration. 11 suffit, dans la démonstration précédente, de remplacer partout o(|u|)
par o(|u|) si @ = 0 et par O(|u[™®) sinon : 'uniformité est garantie par le fait que A est
bornée. o

3. Le cas général

Pour » € N* et 0 < a < 1, nous dirons que ¢ est C™* (ou C""*") lorsqu’elle est C”
et a une dérivée r—ieme holderienne d’exposant a. C’est le cas si et seulement s’il existe
des ¢* : (A,0) — L¥(A, X) (espace des applications k-linéaires continues symétriques
AF — X), 1 <k <r, tels que

&, fallu) sia=0
(1) gO(A‘i‘,u) 90()\) ;90 ()‘)N {6(|H|T+a) sinon,

La dérivée k-ieme de ¢ est alors D¥p = k! ©F.
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Notations. Pour tout entier r > 0 et tout m = (my,...,m,) € N", on pose

,

Im|:=my+---+m, , ml:=mq!---m.! | s(m) ::ijj

j=1
o si m=0

fom == min{j : m; > 0} sinon

m = m’fm ) m = (07 (mj)’fm<j§7") S NT ;
quels que soient les espaces normés Ei,..., E,, V, on note L"(Ey,..., E,;V) 'espace des
applications |m|-linéaires continues E;" x - --x E™ — V symétriques dans chaque facteur
Ejmj ; enfin, on pose 6% := (oF,...,0%) € N”, ol 5;77 est le symbole de Kronecker.

THEOREME 1. — Supposons qu’il existe
— un entier r > 0 et un réel « €0, 1];

— des espaces normés Xi,...,X,, Yi,..., Y, et, pour 1 < ¢ < k < r, des applications
it € L(Xy, Xy.), " € L(Xy, X), ji € L(Yy, ) et ¥ € L(Yy,Y) vérifiant if = 1d, i} o = i,
ifoil =i, jt =14, jLoj =" et j* o jf = j';

— des germes Ly : (A,0) — L(A,Yy) et Ag : (A,0) — Iso(Yy, Xj) d’applications bornées,
1<k<r;

— en posant X; := A x Xy, des germes B : (A,0) — L™(X1,..., X,; Y(m)) d’applications
bornées, m € N, s(m) <r

tels que F' satisfasse aux hypothéses suivantes (celles de la proposition 2 sir =1) :
(i) le germe Fy, : (X}, 0) — (Y,0) défini par Fi.(\, x) := F (), i*2;) est de classe CF*~
pour 1 <k <r;
(ii) pour 1 < k < r, les zéros de Fj, forment le graphe d’un germe ¢y, : (A,0) — (X4, 0)
de fonction implicite continue — on a donc i* o ¢, = ¢ et zlg oYL= Qr;
(iii) on définit inductivement des germes F™ : (X,. ,0) — L™(Xy,...,X.;Y), m € N',
s(m) < r par
F':=F,
F™:= D™ (Fmo 5%) pour 0<s(m)<r

rta—s(m)

ou g’,i,()\,x) = (\,iyx); pour 1 <4 < Ky, le germe F™ o Zﬁ est C— 7 —;

(iv) en notant Gi(A) = (\, ¢e(N)), on a F™(y, (V) = ml 50 o BN

(v) pour1 < k <r,onaB" (N (u,v) = LA\ p+Ay(N\) v, p € A, v € Xy, ¢est-a-dire
O EL(Pr(N) = 3% o Li(\) et o Fr(4r(N)) = 5% 0 Ag(N) L.

Alors ¢ est O™ et, pour 1 < k < r, sa dérivée k-iéme D*p est de la forme D*p()\) =
klik o AF(X), ot AF: (A,0) — LE(A, X}) est un germe d’application bornée.
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Démonstration. La proposition 2 permet de supposer r > 1. L’idée est toujours la méme :
nous cherchons des A¥ bornées telles que (1) soit satisfaite par ©*(\) = i* o A¥; il revient
au meme de dire que

FOA 4 p,0o(A+p) = F (A + (N + Y iﬁNM)M) = O(jul"™),
/=1

c’est-a-dire, par définition de ¢, que

() F (Py(1)) = O(|ul""),
ou l'on a posé

Py(p) = (A + (N + Y i‘ZN(A)u€>
(=1

La clé de la démonstration est le

LEMME. — Quels que soient les germes A* : (A,0) — L¥(A; X}.) d’appli-
cations bornées, 1 < k <r, on a

m

FRGm) = Y F (e, 00) (A0m) " - (A 0w) ™ 400,

1<s(m)<r
ott I'on a posé A'(\)u = (1, A*(A\)p) et AN\l = (0, A“(N\)p’) pour 1 < £ <.

Preuve du théoréme & partir du lemme. D’aprés le lemme, trouver des A vérifiant (*)
revient a les obtenir tels que

> L @) (B1)" - (Brow) " =0,

1<s(m)<r

ce qui se fait par récurrence en écrivant que pour 1 < k < r le terme homogene de degré
k par rapport a u du premier membre doit étre identiquement nul :

my my

() S G ) (B1) " (Arog) ™ =0

s(m)=k

pour k = 1, on obtient

c’est-a-dire, d’apres (v),



ce qui nous redonne I’application bornée A! définie par
AYN) = A1 (V) o Li(N).

Pour 1 < k < r, si l'on suppose trouvés Al, ... AL (**) g’écrit

mp—1

FP GO A0+ Y P (e, ) (A1) (A )t

s(m)=k,|m|>1

0,
cest-a-dire, d’apres (iv)—(v) et la définition de AF,

LA AR e Y By (Atge) " (A g ) =0

s(m)=k,|m|>1

il est alors clair que le A* défini par

MO =4 Y B (M) (A )™

s(m)=k,|m|>1

répond a la question, d’ou le théoreme. e

Démonstration du lemme. En posant i*(\, x) := (\,i"z) et
k
Pf(p) = </\ + k(N + Zﬁ;Nm,/) J1<k<r
=1
on a

et donc

(1) F(P(w)=F (P(n) = F (P\(w) + Y (B (PY(1) = Fra (B (1)) -
r—2

Examinons d’abord le premier terme de cette somme : puisque Fj est C™® et que Fyop; = 0,
~ A - 1 ~ A ¢ = rta
B (PY) = Fi (6100 + A0 = 0 5DF (21() (A 0n) -+ O(lul™*) ;
(=1 "

comme D'Fy = D' (F°o4!) = F“ d’apres (iii), si 'on pose
K™ :=max{j : m; >0}, m e N"\ {0},
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cela s’écrit

5 O (Pi(m) = Z ) (B om) " (Aroowr) ™ +
1<s(m)<r , k™
+O(|uf ).

rta ~
Pour 2 < k <r, comme F}, est C* ~, on a de méme

Fy (B () = Fir (PY () = Fi (%’,z—le—%u) + A () ) F (i PE ()

1 - my,
my,!
0<kmi<r
+O(|u["),
ce qui s’écrit aussi
_ 1 s my,
Fi (PX(1) = Fea (BN (W) = D> ——F™ (7 P ( k)
(3) 0<kmy<r
+O(|ul™") ;

. . 2 ~ _ o N
si k = 2, puisque F™" ol est C"T~2m2~ d’apres (iii), on a

P (P () = P (3 (2100 + AT (W) )

= X Lo (i) () (A1 0v) "+ Ol
(£ 02) (1) (&' om)

m
0<m1<r—2mg 1

pour 0 < 2ms < r; compte tenu de ce que D™ (F"L?‘s2 o 5%) = Fmm20) har définition, on
déduit donc de (3) que

-t =5 e i (S ()
)<r

1<8( KMm=2
+O(|p").

On vérifie de méme inductivement que

Fy (P () = Fit (P (1)
W S E @) (B )" (Brgn) " - O

1<s(m)<r,km=k
pour 2 < k < r. Le lemme résulte de (1), (2) et (4). o
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4. Variétés pseudo-instables

Hypothéses et notations. Soit h : (M,p) — (M, p) un germe d’application différentiable
en p, ou p est un point d'une variété banachique M. La différentielle L := T),h est donc
un endomorphisme de E := T,M. On suppose que le spectre o(L) de L est la réunion de
deux compacts disjoints non vides o et oy vérifiant

(1) max || < min [A;| < 1;
Ao €0y A€oy

et 'on note I (resp. S) le sous-espace L-stable de E associé a la partie oy (resp. o3) de
o(L).

THEOREME 2. — Quels que soient I'entier v > 1 et le réel a €]0,1] tels
que l'on ait
max [Ao| < min |A|"T,
)\260’2 /\160'1

si h est C™ et que la topologie de E peut étre définie par une norme C™“, alors il existe
un germe h-invariant V en p de sous-variété C™ de M tel que T,V = 1.

Démonstration. Une carte permet de supposer que M = E (muni d’une norme || - || de
classe C™®) et p = 0; en identifiant £ = I &S a [ xS, on munit E de la norme équivalente

|(, y)| := max{][z[], |lyll}

et l'on a
L(z,y) = (Az, By),

ou ’endomorphisme A (resp. B) de I (resp. S) a pour spectre o1 (resp. 03); en particulier,
A est inversible et notre hypothese sur r et o s’écrit, en termes de rayons spectraux,

p(B) < p(A~h)~rFe)

nous pouvons donc choisir un réel positif a vérifiant

{a <p(A™H™!

2) p(B) <a™".

Pour € > 0, définissons h. : E — E par

(3) he(z) = {LZ +0(z/e)(h(z) = Lz)  pour [|z]| <

Lz sinon,

ou © : F — [0,1] est C™®, nulle pour ||z|]| > 1 et égale & 1 pres de 0 (on peut prendre
O(z) := 0(||z]]), o § : R — [0,1] est une fonction C* telle que 6~(0) = [1,+oo[ et
6-1(1) =] — 00,1/2]).



Nous allons montrer que, si € > 0 est assez petit, les zyp € E qui sont le terme d’ordre 0
d’une suite z = (2, )nen vérifiant

(4) |z]1 :=supad”|z], <
neN

et

(5) YneN 2z, =h(zp41)

forment le graphe V. d’une fonction 9. : I — S, de classe C™® au voisinage de 0 et nulle
a l'ordre 1 en 0. Comme V. est h.—invariante —si z vérifie (4)—(5), il en va de méme de la
suite (hs(2,)) —son germe V en 0 est h—invariant : c¢’est la variété pseudo-instable cherchée.

L’idée, due a Irwin, est d’obtenir 1. en résolvant I’équation (5) dans l’espace des suites z
qui vérifient (4). Pour cela, nous allons appliquer le théoreme 1 a la situation ot A = I et
Ax X =AxX,,,, en désignant par A x X; = X, 1 <k <r+ «, I'espace des suites

z = (Zn)nEN = (l'nyyn)neN
a valeurs dans FE telles que l'on ait

2|k = sup a™|z,| < 00 ;
neN

c’est un espace de Banach pour la norme | - |;; les projections X, — A et X, — X sont
respectivement z +— g et z — (Zp41,Yn)neN, de sorte que Xy n’est autre que Xk, muni
d’une norme équivalente. Nous prendrons Y = X, Y, = X pour k € {1,...,7}; les zi = j,i
et i* = j* seront les inclusions. Nous allons voir que les hypotheéses du théoreme 1 sont
satisfaites par

(6) F(z) = (20 — hf(zm—l))neN .

LEMME 1. — Sie > 0 est assez petit, le déploiement F : z — (x0, F'(2)) est
un difféomorphisme lipschitzien global de A x X sur lui-méme; de méme, pour 1 <k <r,
on définit une application Fyp+ Xy — Xy par

(%) Fip(2) = (20 = he(zn41))nen
et son déploiement F,jk : 2 = (w0, Fy;(2)) est un difféomorphisme lipschitzien global de
Xk sur lui-méme.

Preuve. Puisque F' = F?

r+a,rt+a
évidemment de montrer que

nous parlerons des Fy, avec 1 < k < r 4 «. Il suffit

F;?yk(z) = (20, (zn — Lznt1)pen)
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est un automorphisme de X}, et que F{, — F?, est une application de X, dans X dont la
constante de Lipschitz tend vers 0 quand € — 0.

Commengons par prouver que
Fy 20 ((mo, 9o — Buyr) s (Tt — AZn, Y — BYnt1),mg)
est un automorphisme de X}, c¢’est-a-dire que
Ai 2 (0)nen = (w0, (Ta1 — ATn),00) €t Bt (Un)neN = (Un — BYni1)en
sont des automorphismes des espaces de Banach

T = {z = (x,) : z, €I, |z|} := sup a""|z,| < oo}

neN
et
Sk = {g =(yn) 1 Yn €5, @k = Sulgakn‘yn| < oo}
ne
respectivement ;

— pour By, c’est facile : en choisissant une norme | - | définissant la topologie de S et
telle que la norme de B soit assez proche de son rayon spectral pour vérifier

a "Bl <1,
on s’apercoit que By est de la forme “identité plus contraction stricte de S§;” en vertu de
I'inégalité
" |Byui1| = a B " Vy,0)| < aF Bl " y,a] < a7 Bl lylk < a” OByl

(cette derniere inégalité parce qu'on a k <7+, et a < 1 d’apres (1) et (2));

— pour Ay, on I'écrit comme le composé de A), : (z,,) — (a:o, (:Un — A’lxn_l)neN) et de
Pautomorphisme () — (z{, (—Ax),),-,)) de Zy; en choisissant une norme | - | définissant
la topologie de I et telle que la norme de A~! soit assez proche de son rayon spectral pour

vérifier
alA7 <1,

on s’apercoit que Aj est de la forme “identité plus contraction stricte de Z;,” en vertu de
I'inégalité

A | = dP AT (@ Vg, )] < a AT Yy, 0| < dF AT |zl < al AT
(cette derniere inégalité parce qu’on a k > 1 > a); il en résulte que F,S.k est bien un
automorphisme de X, .

Comme F; ,jk(O) = 0, pour voir que Iy, — ,?,k est une application de X, dans X, dont la
constante de Lipschitz tend vers 0 quand € — 0, il suffit de montrer que 'on a

™) lm  sup (= ) ) = (P — 7)) )

!/
e0 preXy d#s |2 — 2zl




or, puisque

D(h. — L)(2)62 = { O(z/e)(Dh(z) — L)oz + (DO(z/€)dz) (h(z) — Lz) Je pour ||z]| < e

0 sinon,
et que
lim sup |Dh(z) — L| =lim sup |(h(z)— Lz)/e| =0,
=70 Jlzll<e 70 lzll<e
on a
(8) lim Lip(h. — L) =lim sup |D(h. — L)(z)| =0,
e—0 e—=0 Lcp

d’ou I'on déduit facilement (7) car
(Flgk - Fifk) (2) = ((he = L) (zn1))pen - ®

Il résulte du lemme 1 que, si € > 0 est assez petit,
— les zéros de F forment le graphe d’une fonction implicite lipschitzienne ¢ : A — X ;

— pour 1 < k <, les zéros de F} ,, c’est-a-dire ceux de
F;, ::jkongk:XkﬁY,

forment le graphe d’une fonction implicite lipshitzienne ¢y (comme les @y et ¢ résolvent la
méme équation dans les espaces de suites X; C --- C X, C X, on voit que ¢ est a valeurs
dans X et que ¢y, pour 1 < k < r, n’est autre que ¢ vue comme application dans Xj).
Nous allons déduire le théoreme de la variété pseudo-instable du

LEMME 2. — Pour € > 0 assez petit, les hypothéses du théoréme 1 sont
vérifiées par les germes en 0 de F et des F,, 1 < k < r. Le germe en 0 de la fonction
implicite ¢ est donc C™*.

Preuve. D’apres le lemme 1 et les conséquences que nous venons d’en tirer, il reste seulement
a vérifier les hypotheses (i) et (iii)—(v) du théoreme 1, c’est-a-dire, si r = 1, les hypotheses
de la proposition 2. Pour 1 < k < r, commencons par montrer que Fj est différentiable et
que

(9) DFy(2)éz = (62 — Dhs(zn+1)5zrz+1)neN

(en composant Fj avec les projections z — z, on voit que ses dérivées s’obtiennent
forcément par dérivation terme a terme) ; on définit bien ainsi une fonction linéaire continue
de 0z € X} a valeurs dans Y = X, en vertu de I'inégalité

zelE

(10) @t | Dh(241)020 11 < @Y [Dhe(2001)02011] < (SUP |Dhs(2)|> |02];, 5
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our voir que F} a bien la dérivée annoncée, commencons par remarquer que l'on a
p q k ) p q q

H—a) n+1 |h (Zn-i-l + 5Zn+1) Zn+1) Dh5(2n+1)52n+1|

/ (Dh:(2p41 + t02p11) — Dhe(2n41)) dt (ak (n+1) (5zn+1>

a(

r+a k)(n+1)

(11)
< qrraRneD) ( / Dh (e + t5201) — Dh(zas)| dt) 2],
0

< 20000 (sup Dh(2)]) 52l
zeFE

il nous suffit, d’apres I'avant-derniére inégalité (11), de montrer que, pour tout n > 0, il
existe ¢ > 0 tel que

1
(12) ‘(5—z|k < C = Sull\)I a(r+a—k)(n+l) (/ ‘Dha(zn—i-l + t52n+1) - Dhs(zn—i-l)’ dt) < n;
ne 0

or, la derniere inégalité (11) montre qu’il existe n, € N tel que I'on ait

1
v&;@ € Xk sup a(7'+a—k)(n+l) </ |Dh6(zn+l + tézn-i—l) - Dhs(zn-‘rl)| dt) <n,
0

n>ny,

ce qui entraine immédiatement (12) puisque les 2,41 avec n < n, tendent vers 0 quand

02]), — 0.

Remarque. Pour h # L, la fonction F' elle-méme n’est pas différentiable : en la com-
posant avec les z — 2z, on voit que sa dérivée s’obtiendrait par dérivation terme a terme;
or, on définit des suites 2,027 € A x X, g € N, par z, = z et

520 — 0 pourn <gq
" lwv pourn>q,

ou z et v vérifient ||z|| > e et (he —L)(2+v) =w # 0 (d’ou v # 0); pour n > ¢, on a alors
he(zn + 02%) — ho(z,) — Dhe(2,)02L = (he — L)(z +v) — (he — L)(2) — D(h. — L)(2)v = w
et donc

sup al" " |h. (2, + 621) — he(2,) — Dhe(2,)628] > a"**w| = (jw|/|v]) |627]
neN

r+o

ce qui permet de conclure car |624 . = a"*4|y| — 0 quand g — 0.

r+ao
Les inégalités (10) nous disent en outre que
DFy(z) = j* 0 Ci(2),

11



ot Oy : Xj — L(Xk, Y):) est bornée, donnée par
Ck(ﬁ)(s_z = (6271 - Dha(zn+1)52n+1)neN )

I’hypothése (iv) du théoréme 1 est donc satisfaite pour m = 6% avec B .= (o D

L’hypothese (v) a pratiquement été déja vérifiée dans la démonstration du lemme 1 : pour
e assez petit, il résulte de (8) que, pour 1 < k < r, toutes les C’k(g) 10z — (0x, Cr(2)d2)
avec z € X, sont des perturbations assez petites de Pautomorphisme F, Y. pour étre des
automorphismes dont les inverses sont uniformément bornés, d’ou (v). 7

Fin de la preuve du lemme 2 si v = 1. Il nous reste simplement & vérifier que F; est C'1°,
ce qui résulte aussitot de 'inégalité

a0 |(Dho(2, + 62,) — Dho(20)) Zo| < Cey (@™ [62,))* (0 | Z0))

ou C., est la constante de Holder d’exposant o de Dh. (qui est finie pour € assez petit).

Fin de la prewve du lemme 2 pour r > 1. La vérification de I’hypothese (i) du théoreme
1 est tres semblable a ce que nous venons de faire : pour 1 < kf < r et z € X, le seul
“candidat” & étre D'Fy(z) est

i (2)02" = (541 62y — D'he(2ps1) ((5zn+1)é> ,
qui est bien dans L’ (X}, X) en vertu de I'inégalité

(92) q(rHen thg(Zn) (dzn)f‘ < aktn

D) (62| < (sup [D02)] ) 182
zZe

dont la seconde partie garantira comme précédemment (iv) pour m = £§*. Pour achever
de prouver (i), il suffit donc de montrer que

(]
Fk(g—i-(s_z) - Fk(é) -

ce qui résulte de I'inégalité

a(r+a)n

he(zn + 62n) — he(z,) —

(r+a)n

=a

[ A=l + t520) — DI, (a)) 58 | < Ceosl2l, T
0 :

(l

=3
| S
|
—_
~—



ou C; o 1 est la constante de Holder de D[i]h8 pour 'exposant ’”FT“ - [%] (lequel est < 1 car

il ne peut y avoir d’entier ¢ vérifiant ”T" >0 > [ﬂ, I'inégalité k¢ < r+ « étant équivalente
a k¢ < r). Nous avons donc établi (i), ainsi que (iv) pour les m € N” de la forme £5*.

La vérification de (iii)—(iv) en général, tout a fait semblable, est laissée au lecteur. Bornons-
nous a indiquer I'expression de F™ pour |m| > 1 : quels que soient ozt e Xy,...,02" € X,
et z € X, ,

Fm(g) ((()‘—Zl)ml T (5_ZT)mT - (_D|m‘h5(zn+l) (5ZTIL+1)TH[1 ce ( Z;+1)mr>n€N )

ce qui implique en particulier tres facilement (iv). e

Remarque. Pour € > 0 assez petit, les hypotheses du théoreme 1 sont satisfaites non
seulement pres de 0 mais au voisinage de tout point du graphe de ¢, laquelle est donc C".

Nous avons maintenant démontré la plus grande partie du théoreme 2 : puisque ’ensemble
des z € A x X vérifiant (5) est le graphe de ¢, ’ensemble h.—invariant V. des z corres-
pondants est le graphe de la composante . de ¢ suivant le facteur yq; il résulte donc du
lemme 2 que le germe h-invariant V' de V. en 0 est un germe de sous-variété C"™“. 1l ne
nous reste plus qu’a établir que TyV = I, c’est-a-dire le

LEMME 3. — On a D.(0) = 0.
Preuve. L’identité DF(0)(d\, Dp(0)dA) = 0 s’écrit, en posant (JA, Dp(0)dA) = dz,

5)\ = A(S.Il
(13) 0x, = Adxpyr , n>0
0Yyn = Boynt1 , n € N.

Pour voir que (13) implique 6y = 0 (d’ot1 le lemme), il suffit de remarquer que la condition
imposée a dy s’écrit By, 0y = 0, ou B, est 'automorphisme introduit dans la preuve du
lemme 1. o
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