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Valeurs z&ta multiples ouderes

Définition des MZV

Pour tout p-uplet k = (ki,..., k) d'entiers avec k; > 2, la valeur
zéta multiple (MZV) ((k) est définie par

W= Y e
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Introduction

Valeurs zéta multiples

Définition des MZV

Pour tout p-uplet k = (ki,..., k) d'entiers avec k; > 2, la valeur

zéta multiple (MZV) ((k) est définie par

(k) = Z P

Relations de doubles mélanges
Ces nombres réels satisfont deux familles de relations

quadratiques, appelées double mélange ou shuffle et stuffle.

@ Le stuffle ou mélange contractant vient de la représentation

en termes de séries ci dessus,

@ le shuffle ou mélange vient d'une représentation en termes

d’'intégrales des valeurs zéta multiples.
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Introduction
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Introduction
Motifs et MZVs

Motifs
On cherche a obtenir des objets motiviques qui ont le méme
comportement que les MZV (valeurs zéta multiples motiviques)

car :
@ On espere que des idées géométriques ainsi qu'une forte
contrainte de structure permettront d'expliquer les propriétés
des MZV.

@ C'est avec la théorie des motifs qu'on obtient la borne
supérieure de la conjecture de la dimension.

|. Soudéres

Introduction

Motifs et espaces de modules de courbes [GMO04]

D'une part ((ki, -, kp) = / wk. et, il existe un motif de Tate
e,

mixte encadré dont la période vaut ((k1,--- , kp) :
it ke, kp) = [H" (Mo,nya \ A BR¥) ; [wid, [®4]] -

on notera B” pour B\ (AN B)
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7/ L4 7/ I. S d\
Résultats et propriétés oudgres

Théoréme ([Sou09)])

Soit k, | deux uplets d’entiers de poids n et m avec ki, 1 > 2 alors

Introduction

fr.M fr.M fr.
CA,;IO,n+3( )C/\r/lo m—|—3( ) — Z C.-/\r/l.(/)\,/nl—i—m+3 (O-)
oterme du shuffle
fr.M fr.M
et C/\r/lo,n+3( )C/\r/lo m—|—3( ) — Z CMO n+m+3( )

oterme du stuffle
@ On parlera ici essentiellement du stuffle.

Etapes intermédiaires

@ Obtenir une représentation intégrale du stuffle.

@ Observer les similitudes de stuffle et shuffle sur Mg pymy3.
Problémes pour passer aux motifs dans le cas du stuffle.

@ Construire une famille de variétés X, compatible aux
symétries du stuffle et simple d'un point vue des motifs.

@ Construire de nouvelles MZV motiviques.

@ Conclure.
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© Représentation intégrale du mélange contractant (stuffle)
@ Mélange contractant (stuffle) et séries o

@ Produit stuffle et intégrales : ((2)((2)
@ Produit stuffle et intégrales



7/ 7 . Double mélange,
Mélange contractant (stuffle) et séries Slatements ot Mg,
Combinatoire du mélange contractant |- Soudgres

Soit k = (ko, kp) (kO = (kl, Ce e kp—l)) et | = (lo, /q)
(IO — (/]_, c e ey /q_]_)) deUX up|etS d'entieI’S. Stuffle et MZV

Définition (Stuffle)

Le produit stuffle de k et | est défini de facon inductive par la
formule

(k) « (1) = (k*1lp) - lg+ (ko x1)- kp + (ko *lo) - (kp +15) (1)

etk*x()=()xk =k.
On écrira o € st(k,l) pour désigner un élément o de la somme
formelle k * I.

Exemple
(n) * (m) = (n,m) + (m,n) + (n+ m)

(u)*(v,w) = (u,v,w)+(v,u,w)+(v,w, u)+(u+v, w)+(v, u+w).
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Mélange contractant (stuffle) et séries Slatements ot Mg,

R : l. Souds
Stuffle et valeurs zéta multiple ouderes

Proposition (Relations de stuffle)

Soit k = (ki,...,kp) et | = (h,...,1l;) deux uplets d’entiers avec
ki, 1 > 2. On a a/ors I'égalité

SO0 D S — P ———

Stuffle et MZV

m>..>n,>0 11 """ Mp my>..>mg>0 M1 """ Mg
= > <o)
oest(k,l)
Exemple
+0o0 +00
SOHORS 3) DS SR D S ppcs
n=1 m=1 n>m>0 m>n>0

= ((k, 1)+ C(I, k) + C(k+1).
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MZV et intégrales simpliciales
A un p-uplet k, de poids n = ky + - - - + kp, on associe le n-uplet

Stuffle et intégrales : ex.

k=1(0,...,0,1,...,0,...,0,1) = (ep,...,€1)-
RH W
k—1 fois k,—1 fois

En posant A, ={0<t; <...<t, <1} ona

dt dt,
) = [ (1P T
A, o t1 — &1 th — 5nj

~~

Exemple
On a

C(z):A dt, dtp C(2,2):A dt, dtz3 dtr, dt;

b 1—t L tl—t3r 1—t;




Produit stuffle et intégrales : ((2)((2) iaemeni ot 11,

., l. Souds
MZV comme intégrale sur un cube ouderes

Le changement de variables
tn == X]_’ tn_l = X1X2’ cee t]. — X].“‘Xn7 (2) Stuffle et intégrales : ex.

correspondant a une suite d'éclatements a |'origine, donne pour

n=>2
C(Z) _ / Xm X1 dX2 _ / Xm dX2
[0 [0

Y
12 X1 1 — x1x 1]2 1 — x1x




Produit stuffle et intégrales : ((2)((2) tameni ot 11,

., l. Souds
MZV comme intégrale sur un cube ouderes

Le changement de variables
tn == X]_’ tn_l = X1X2’ cee t]. — X1...Xn, (2) Stuffle et intégrales : ex.

correspondant a une suite d'éclatements a |'origine, donne pour

n=>2
C(Q) _ / Xm X1 dX2 _ / Xm dX2
[0 [0

Y
p X 1—xx ap 1 —xix

et pour n=4

d*x x1xp d*x
=/ 5 (2= [ e |
[0,1]4 + — X1 X0 X3X4 [0,1]* (]. — X1X2)(]. — X1X2X3X4)

On a aussi

d*x.

(2)C(2) = / b

[0,1]* 1 —x1x0 1 — X3X4
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Produit stuffle et intégrales : ((2)((2) écltements et Mo,

€(2)¢(2) par les intégrales 1. Seuies

Pour toute variable a et § on a I'égalité

1 87 /8 Stuffle et intégrales : ex.

I-01-0) (T-al-ap)  (T-p1- ja)
1
1—-af (3)

_|_

En posant @ = x1x2 et 8 = x3x4 dans (3), on retrouve la relation
de stuffle

c2x@ - |

( X1X2
[0,1]* (]. — X1X2)(]. — X1X2X3X4)

X3X4 1 4
+ + d™x
(1 —x3x3)(1 — x3xax1x2) 1 — x1X2X3Xs )

c'est a dire,

¢(2)¢(2) = ¢(2,2) +¢(2,2) 4 ¢(4).
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MZV comme intégrale sur un cube : cas général ouderes

Soit k = (k1, ..., k,) = (ko, kp) un p-uplet d’entiers et

n=ky+---+ kp.

Déﬂ N |t | on Stuffle et intégrales
On définit la fonction f,,...,k, de n variables sur [0,1]” comme

fir,e ko (X) = Fhy,kep 1 (X0

avec Xg = ((x1,. .., Xn—k,) [[x0 = Hx,, Hx—Hx,
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Produit stuffle et intégrales éclstements et Mo,
MZV comme intégrale sur un cube : cas général |- Soudéres

Soit k = (k1, ..., k,) = (ko, kp) un p-uplet d’entiers et
n==ki+---+kp.

Défl n itio n Stuffle et intégrales
On définit la fonction f,,...,k, de n variables sur [0,1]” comme

Frsn ey (X) = fig ko 1(Xo)M (4)

avec Xg = ((x1,. .., Xn—k,) [[x0 = HX,, HX—HX,

Proposition

Pour tout p-uplet d’entiers (ki, ..., kp) avec ky > 2, on a
(n:k1+.._|_kp)

Clkyy ... kp) = / Fler, ko (X215 -5 Xp) A7
[0,1]"
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Produit stuffle et intégrales éclstements et Mo,

Représentation intégrale du Stuffle |. Souderes

Proposition (Décomposition de Cartier)

Soit k = (ki,...,kp,) et = (h,...,ly) deux uplets avec
n=k +---+ky,etm=»h+---+1,. On a alors

flayeo ks (X) - B (X)) = Z fo (Vo)

oest(k,l)

Stuffle et intégrales

|dée

1 1
e On part de fifi = fi, i, [ %o [T X0

1 -[[x1—-][X

1 1
1 -J[x1-]]X

@ On réorganise pour remarquer que le produit ffi vérifie la
méme équation de récurrence que le produit stuffle.

@ On applique (3) a
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© Le point de vue des espaces de module de courbes en genre 0
@ Espaces de modules de courbes et MZV
@ Applications d’oubli et produits de mélanges sur Mg ,

Les espaces M, ,



Espaces de modules de courbes et MZV
Soit k:(kl,...,kp) avec k1 > 2, n:k1—|—---kp.

Obijectifs
k) =
¢(k) /q)n Wi

Il s'agit d'écrire

ou le lieu Ax des singularités de wg n'intersecte pas le bord de @,,.

Ce n'est pas le cas dans la représentation

C(2) = [) l L dt; dt>.

<t <ty<1 to 1-— t

Par contre aprés éclatement de (0, 0)

Double mélange,
éclatements et M) |,
)

|. Soudéres
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Espaces de modules de courbes et MZV

espaces My 13 et éclatements

|. Soudéres

Définition

L'espace de modules de courbes de genre O avec n points marqués
Mo, est I'ensemble des spheres de Riemann avec n points
marqués modulo les isomorphismes de sphéres de Riemann

envoyant points marqués sur points marqués.

Les espaces M, ,



Double mélange,

Espaces de modules de courbes et MZV écatements et Mo,

. |. Soude
espaces My 13 et éclatements oudzres

Définition

L'espace de modules de courbes de genre O avec n points marqués

Mo, est I'ensemble des spheres de Riemann avec n points

marqués modulo les isomorphismes de sphéres de Riemann

envoyant points marqués sur points marqués. Les espaces Mo,

Concrétement
L 'ensemble des isomorphismes de |la sphere de Riemann est

PSL,(C) d’ol
Mo,n+3 = {(Zo7 e ,Zn_|_2), Zi € PI(C) tel que ZzZ; 75 Zj}/ PSLQ(C)

Et PSL,(C) étant tri-transitif, on peut choisir de fixer 3 des points
(20, Znr1 €t z,10 par ex.) sur 0, 1 et oo :

Mo.nrz =~ (PH(C)\ {0,1,00})"\ {grande diagonale}.
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Espaces de modules de courbes et MZV éclatements ct Mo

espaces My 13 et éclatements

Exemples

@ Pourn=1o0n a
Mo.g =~ IP’l(C) \ {0,1,00}.

@ Pour n=2 on a

Mos(C) = (PH(C)\{0,1,00})*\{tr = t2}.

Il existe une compactification My , qui
continue a étre un espace de modules.

Théoréeme ([DM69],[Knu83|)

M. est projectit, irréductible lisse. Le
bord de My , est un diviseur a
croisements normaux.

|. Soudéres

F1G.: Mo s dans
IP)l (R)2

/|

7

%(

FiaG.: ./\/lo,5(R)
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Notations générales sur Mg 3

@ On note t; la coordonnée (simpliciale) telle que
ti(0,z1,...,2,1,00) = z.

@ L'ensemble des points réels My j+3(R) de My 13 n'est pas
connexe.

@ Une comp. connexe (cellule) de My j+3(R) peut s'identifier a
I'ordre (sur R) dans lequel sont classés les points.

o On note 3; : Mg ;13 — (P!} I'application
(0,z1,...,2,1,00) = (21, ..., Z),

et ¢; = ﬁj_l(Aj) la cellule ouverte (cellule standard) de
Mo j+3(R) préimage de A; par
On a donc (0,2z,...,2;,1,00) € ®; ssi

0<z<... <z <1 <.
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Théoreme ([GMO04])
Soit k un uplet d’entiers de poids n (k; > 2). On a

Clkis - kp) = | Wk
e,
avec Wy = B (wk) et ©, = 3. 1(A,).
De plus, le diviseur Ax des singularités de wy n'intersecte pas le
bord de ¢,,.
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Théoreme ([GMO04])
Soit k un uplet d’entiers de poids n (k; > 2). On a

Glki, - s kp) = [ Wk
¢,

avec Wy = B (wk) et ©, = 3. 1(A,).
De plus, le diviseur Ax des singularités de wy n'intersecte pas le
bord de ¢,,.

Théoreme ([GMO04])
Il existe un motif de Tate mixte encadré dont la période vaut

G(kys - kp)

Cer (

Niapia (ks s ko) = [H" (Monrs \ A BY) ; [k, [@n]

ol B, est la cloture de Zariski du bord de ®,,.
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Applications d’oubli et double mélange sur Mg, «wnsera,

Produit shuffle I. Soudéres

Soit B : Mo ntm+3s — Mo ntz X Mo m+3 'application définie par

(0,z1,...,Znam,1,00) — (0, 21,...,2,,1,00)X

(0, Zpi1y- - -y Znim, 1, 00).

Double mélange sur M

Proposition

Le produit de mélange shuffle peut étre déduit du changement de
variables :

/ ZU\;/\CUI:/ B (wk A @r).
(DnXd)m /8_1(¢I7Xq)m)
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Applications d’oubli et double mélange sur Mg, «wnsera,

|. Soudéres

Produit stuffle

Coordonnées cubiques
Les coordonnées cubiques sur My .43 sont définies par

uy = tp, tylp = tr—q, ..., Uy~ U = 17.

Double mélange sur M, ,

Soit 0 : Mo nym+3 — Mo nt3 X Mo ms3 I'application définie par :

(0,21, Znem, 1,00) — (0, Zma1, - -+ s Zman, 1, 00) X

(07 Z1y--+-3Zmy Zm+1, OO)

Proposition

Le produit de mélange stuffle peut étre peut étre déduit du
changement de variables :

/ wk N\ w = / 5*(wk/\w|)
O, xXb,, 5_1(¢nx¢m)

avec wx = fi(u1,...,uy)d"u et wy = f(Ups1, ..., Upim)du.



Applications d'oubli et double mélange sur My,

Produit stuffle

Remarque

La décomposition de Cartier ne reste pas (d'un point de vue
algébrique) dans les espaces de module de courbes.

En effet, des formes différentielles qui ne sont pas
holomorphes a l'intérieur de |'espace de modules apparaissent.

Par exemple dans |la décomposition du produit
f1(u1, up, u3)fr 1(us, Us, Ug) on trouve le terme

U7 Us g Us duy dus dus dug dus dug

(1 — urupugus)(l — upupusUgUs UG)

qui n'est pas holomorphe sur Mg ¢ (mais holomorphe sur ).
Il faut séparer le diviseur des singularités du bord du domaine
d'intégration.

Il faut pouvoir permuter les u; (ou les x;).

Double mélange,
éclatements et M) |,
)

|. Soudéres

Double mélange sur M, ,
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Stratégie

@ Mélange contractant et motifs de Goncharov-Manin
@ Une stratégie d'évitement : exemples
@ Stratégie : cas général
@ Eclatements, construction de X, et stratification
@ Le mélange contractant est motivique



Stratégie : le cas de n = 3

Description de la situation pour Mg g

Fig.: A3

éclatement de (0,0,0)

-

puis de (0,0,Z)

Situation symétrique en les x;

-

Fic.: vers X3

Fi1G.: vers ./\/lo,ﬁ

_

—9

Double mélange,
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Stuffle et MZV
Stuffle et intégrales : ex.

Stuffle et intégrales

Les espaces M, ,

Double mélange sur M, ,

Stratégie
Stratégie : cas général
Construction de X,

Stuffle et motifs de Tate
mixtes

Associateurs et relations
explicites entre MZV

Géométrie et régularisation



Stratégie : le cas de n = 3

Dans notre situation on a
@ les faces du cube,

@ les diviseurs x; = 1,
@ les 3 diviseurs 1 — x;x; = 0,
@ le diviseur 1 — x3x0x3 = 0.

L union de ces diviseurs n'est pas
a croisements normaux.

Double mélange,
éclatements et ./\/10 .
b
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Stuffle et MZV
Stuffle et intégrales : ex.

Stuffle et intégrales

Les espaces M, ,

Double mélange sur M, ,

Stratégie
Stratégie : cas général
Construction de X,

Stuffle et motifs de Tate
mixtes

Associateurs et relations
explicites entre MZV

Géométrie et régularisation



Stratégie : le cas de n = 3

Dans notre situation

on a

@ les faces du cube,

@ les diviseurs x; = 1,

@ les 3 diviseurs 1 — x;x; = 0,
@ le diviseur 1 — x3x0x3 = 0.

L union de ces diviseurs n'est pas

a croisements normaux.

-

%

A

Fi1c.: A®
On doit donc éclater

@ un point,

@ 3 lignes,

@ 3 courbes hyperboles.

Double mélange,
éclatements et Mg ,
)

|. Soudéres

Stratégie
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Ce que |'on veut

On cherche a obtenir pour chaque uplet k (k; > 2) et pour toute
permutation s un motif de Tate mixte encadré

H (X \ A3 By \ (A2 1 By)); [ensl: [Gol

on notera B” pour B\ (AN B)

@ X, est une variété issue d'une suite d'éclatements
pn . Xn —_— An.

@ X, admet une action du groupe symétrique correspondant « a
la permutation des variables x;. »

Stratégie : cas général

) Z\i est le diviseur des singularités de wy s pull-back sur X, de
fi(xs) d"x.

@ B, est la cloture de Zariski du bord de C,, préimage du cube
[0, 1]".

o Z\i n'intersecte pas le bord de C,.

P

e A; U B, est un diviseur a croisements normaux (d.c.n).
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Stratégie : obtenir un motif de Tate mixte éclatements e Mo,

|. Soudéres

Considérons :
@ M une variété quasi-projective (dim. n, def. sur Q).

@ D = AU B un diviseur a croisements normaux a composantes
irréductibles lisses, A et B sans composantes irréductibles

communes.

@ M ainsi que chaque composante irréductible de A; N B est
une variété de Tate (leur motif est ®;Q(m;)[n;]) .

SOUS CeS hypOthéseS, On a Stratégie : cas généra

Théoreme (Goncharov [Gon02])

On a un motif de Tate mixte
H'(M\ A, B\ (BN A))

dont la réalisation de Hodge est le groupe de cohomologie relative
correspondant.
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Situation de départ

@ On a les diviseurs suivants de A" :

pour | C [1, n] A,:1—Hx,-:0.
icl

@ Un ensemble de strates :
D = {comp. irr. de A, N---N A, tel que [; C [1; n]}

Stratégie : cas généra

Etapes
© Construire p, : X, — A" ainsi que 5}, d.c.n. au-dessus de
UA;.
@ Décrire les formes wx s = py(f(xs) d"x) et leurs
comportements vis a vis de Z’n.
© Vérifier que X, et les strates de [A)n sont des variétés de Tate.

@ Obtenir un motif de Tate mixte encadré associé a ((k) et X,,.



. Double mélange,
Construction des espaces X, éclatements et Mo,

I. Soudeéres
Théoreme (Hu [Hu03])
Soit Xy ouvert de X lisse avec X \ Xy = U;c;D; tel que
@ D; fermée, lisse irréductible;
o D; et D; se rencontrent proprement avec D; N\ D; = () ou UD,.

En posant D = {D;}c, il existe alors une suite d’'éclatements

Blp X = Blpgk—1 X — -+ = Blpgg X — X

Construction de X,

telle que Blp X soit lisse et (Blp X) \ Xo = {J,¢, Di soit un
diviseur a croisements normaux ;

Il faut adapter le théoreme au cadre des motifs de Tate mixtes.

Proposition ([Sou09])

Soit X et D = UD; comme précédemment. Supposons de plus que
X ainsi que tous les D; sont des variétés de Tate.

Alors Blp X ainsi que tous les intersections des D; sont des
variétés de Tate.



Construction des espaces X,

Soit n > 2 un entier. On définit les diviseurs suivants dans A" :

o Aj={1—TI,,xi =0} pour tout I C [1,n], I #0

o D)= JA = U{x,—l}U L A)

1|12

Lemme ([Sou09])

Soit I, ...l des sous ensemble des [1, n]. L'intersection
A, NA,N---N A, est isomorphe a

A" x G,° X H{xef =1}.

Double mélange,
éclatements et M) |,
)

|. Soudéres

Construction de X,
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Construction des espaces X, éclatements et Mo,
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Soit n > 2 un entier. On définit les diviseurs suivants dans A" :
o Aj={1—TI,,xi =0} pour tout I C [1,n], I #0

o D)= JA = U{x,_l}U L A)

1|12

Lemme ([Sou09])

Soit I, ...l des sous ensemble des [1, n]. L'intersection
A, NA,N---N A, est isomorphe a

A" x G,° X H{xef =1}.

Construction de X,

Construction de X,

La variété X, == A" est définie comme le résultat de I"application
du théoreme de Hu a la situation X = A" et

D = {comp. irr. de A, N---N A, tel que [; C [1; n]}

En particulier X,, \ D! ~ A"\ D! et D! est un d.c.n.
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Propriétés des espaces X, éclatements et Mo,

e : . I. Souds
Formes différentielles et domaine d'intégration ouderes

Proposition

Le diviseur
A, = [A),% \ {préimage dans X, de I'union des {x; = 1}}

n'intersecte pas le bord de C, (préimage de [0, 1]") dans X,(R).

Proposition

Le diviseur des singularités A} de

Construction de X,

wk.s = Pn(f(xs)d"x).

est inclus dans A,,.
On a un énoncé similaire pour une forme du type wy s, N\ Wi s,.

Lemme
Le diviseur D, = B2 U D} est un d.c.n. et munit X, d'une
stratification de Tate.



. . . Double mélange,
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Proposition ([Sou09])

Soit M une variété (q.-p., lisse, dim. n > 2) et D= AU B un
d.c.n. a composantes irréductibles lisses avec A et B sans
composantes irréductibles communes. On a alors :

Grop(H"(M\ A, BY)) =~ Gryp (H"(M\ A))
Gry/ (H" (M \ A, BY)) ~ Grg’ (H"(M, B)).

Stuffle et motifs de Tate

Théoreme ([Sou09]) e

Soit k un uplet d’entiers avec ki > 2 et s une permutation de
[1, n]. Alors il existe un motif de Tate mixte encadré

r. n “As ~A A
G Mk, s) = [H7(X, \ A% Br); [wis]: [ Gl
ayant pour période ((ki, ..., kn).

A : :  Afr.
On a, de méme, un motif de Tate mixte encadré (y ;M(k, si|l, s2)

(,\’> wk,sl /\ w|,52)-
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Produit stuffle et motifs de Tate mixtes éclatements et Mo,

|. Soudéres

Comparaison avec Mg ,43

Un léger souci
On ne peut pas obtenir le stuffle directement avec les espaces X,
car on ne sait pas relier X,, X X, a Xpim.

Lemme
Soit r > 2 un entier. On notera A, une union particuliére de

composantes de O My ,+3 \ B,. Il existe alors une suite de drapeaux
Fi,...,Fn, d'éléments de D! vérifiant les conditions nécessaires

Stuffle et motifs de Tate
5’ mixtes
r

X, =Blg, .7 A =5 Mg,3\A =Blg, 7 AT =5 A"
La situation cubique (simplexe

__
aprés deux éclatements) de

départ est : K

—




En éclatant :
@ le point (1,1,1)

@ les droites (1,1, z) et
(x,1,1)

on obtient Mg \ As.

Puis I'éclatement de la derniere
ligne donne :

On éclate enfin le long des hyperboles (ce qui ne change pas le
dessin).

Double mélange,
éclatements et ./\/10 .
b

|. Soudéres

Stuffle et MZV
Stuffle et intégrales : ex.

Stuffle et intégrales

Les espaces M, ,

Double mélange sur M, ,

Stratégie
Stratégie : cas général
Construction de X,

Stuffle et motifs de Tate
mixtes

Associateurs et relations
explicites entre MZV

Géométrie et régularisation
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Comparaison avec My pimy3 @ les MZV motiviques

Proposition
Avec r = n+ m la proposition précédente donne :
@ d’une part
fr./\/l(k Id)—Cer ( )

Xn+m MO ,n+m-+3

@ et d'autre part

(M (k,id ]l id) =
A Stuffle et motifs de Tate
k,l

|:Hn—|-m (./\/lo,n—l—m—|—3 \ Ak,h Bn—l—’m) , [wk A wl]) [¢n+m]] . mixtes

En particulier, pour tout o € st(k,l), le motif encadré j\r/té\/,,l+m+3(0)

associé a ((o) sur Mo ntm+3 est égal a son avatar sur Xpym,
fr. ./\/l( )

Xn—l—m




Produit stuffle et motifs de Tate mixtes

Conclusion

Théoreme ([Sou09])
Soit k et |l avec kj,h > 2 on a

f M f M fr.M
/\r/lo ,n+3 ) /\r/lo ,m+3 I) o Z C/\r/lo n+m+3 )

oest(k,l)
idée

Mo n+3( )CMO +3( ) <MO n+m+3(k|l)

— %o (kid |1,id)

My n+3 X My mi3 <— M07n+m+3 Xn+m
_déCOm- _______ e
e position
o permutation des x;
Xn—i—m Xn—|—m Mo’n+m+3
Z an+m (0,55) — Z Cfr M(a id) — Z CMO S (o)

o €st(k,l) o Est(k,l)

o Est(k,l)

Double mélange,
éclatements et Mg ,
)

|. Soudéres

Stuffle et motifs de Tate
mixtes
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En cours de rédaction
et projets

© En cours de rédaction et projets
@ En cours de rédaction : Associateurs et relations explicites
entre valeurs zéta multiples
@ Projets : Géométrie de la régularisation stuffle des MVZs



En cours de rédaction : Associateurs et relations
explicites entre MZVs

Drinfel'd définit un élément ®,, de C((Xp, X1)) associé a une
équation différentielle KZ.

Théoreme ([Dri91])
L’élément ®,, est « group-like »(A(P) =P R P) et

® e (Xo, X1)Pir (X1, Xo) = 1 (1)

e ™MD, (Xoo, Xp)e ™= D, (X1, X0 )™ D, (X0, X1) =1 (II)
P2 (X12, X23), Prz (X34, Xas ) Prr(Xs1, X12) Pz (X23, X34)

O (Xas, Xs1) =1 (Il

ou (I) a lieu dans UBs = C((Xj))1<i.j<5/R-
Théoreme ([LM96], [Fur03])

Gr(Xo, X1) = > ()" (wyw
WE{Xo,Xl}*

ot (™ (W) est une extension de la définition des MZV.

Double mélange,
éclatements et M) |,
)

|. Soudéres

Associateurs et relations
explicites entre MZV



En cours de rédaction : Associateurs et relations
explicites entre MZVs

Les relations (1), (II) et (IlI) induisent des relations entre les
coefficicients de la série ®,,(Xo, X1), c'est-a-dire entre les MZV

¢ (W).
Proposition

La relation (l) est équivalente a la famille de relations :

VW e {Xo, X1}7, > (DU O(L,)) = 0
U U,=W
ou H(Xo) = Xj et (9(X1) = Xp .

@ On a de méme une famille de relations explicites equivalente

3 (),

@ L'identification
UBs ~ C((X2s, X34, Xus5)) x C{(X12, X23))

donne une base, B; de USBs. Cette base est formée des
mondmes de la forme Uz 34 45 V12 23.
@ Pour un mot W en les Xj;, on a donc W = Zb4 Iby, W ba.

Double mélange,
éclatements et M) |,
)

|. Soudéres

Associateurs et relations
explicites entre MZV



Double mélange,

En cours de rédaction : Associateurs et relations  cbtemenset Mo,
. I. Soudéres
explicites entre MZVs

Théoreme ([Soul0])

La relation (11l) est équivalente a la famille de relations :

Vby € By (bs # 1) > Iy, w Ciit,w = 0
W e{ X24,X34,Xa5,X12,X03 } *

ou les coefficients Ciirw = Y || (™(U) sont explicites alors que
les Ip, w ne sont pas explicites.

On veut comprendre la « géométrie » de ces relations et obtenir
une famille explicite de relations.

Associateurs et relations

Définition (Construction Bar [Bro06]) eeplces entee MY

Un élément w € B(Mj 5) est une somme finie
Z Gjlwiil - |wij avec w; € QY(Mos)
(i.J)

telle que pour tout chemin ~ "% 0 dans Mo s,

ffy W = Z(i,j) Gij ffy Wigj © -+ 0 Wij, = 0.



En cours de rédaction : Associateurs et relations
explicites entre MZVs

Proposition )
~ /L)_
A tout mot W € {X24, X34, Xas, X12, )(23}>l< on

associe le bar symbole wy = |wi,j,| - - - |wij.] ou

on a remplacé les Xj; par |wjj|. On a alors :

>

/ ww = Grrw Pt
O

Ou O est le bord de la cellule standard ®5 sur Mg s.
Théoreme ([Soul0])

La relation (l11) est équivalente a la famille de relations entre MZV
donnée par

Yw € B(Mys) / w=0.
O

Question : Y-a-t-il une famille explicite de w engendrant B(Mgs)?

Double mélange,
éclatements et M) |,
)

|. Soudéres

Associateurs et relations
explicites entre MZV
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|. Soudéres

Régularisation shuffle
Il existe une famille de réels (™ (W) telle que

¢"(Xo) = ¢"(X1) =0,
[+ Cm(W) = C(W) pour tout W € Xo{Xo,Xl}*Xl,
o ("(V)("(W) = ZUEsh(V,W) ¢"(U) pour tout
\/, W e {Xo,Xl}*.

A W on associe wyy en remplacant Xy par 4t et X; par —. On a
alors

/ ww = Pw(e, log(e)) avec Py € C[X, Y]
A

T h éo ré m e Géométrie et régularisation
Pour tout mot W en Xy et Xi le terme constant de Py, vaut

¢ (w).
La régularisation shuffle est compatible avec la représentation
intégrale du shuffle sur les MZV ordinaires :

/ le/ szz/ ww, Nww, = E / ww, NWw, = g /wa.
A As JAVI @AV s YAs 5 JA



Projets : Géométrie de la régularisation stuffle

La représentation intégrale du stuffle s'écrit avec des intégrales sur

des cubes :
i [ A= [ &= [ Yok
/D O O Dza:

Régularisation stuffle

Il existe une famille de réels (*(k) avec k; > 1 telle que (*(1) =0
et

o (*(k) = ((k) pour tout k avec k; > 2,
o (*(k)(*(I) = Z (*(o) pour tout k et | (k;, /; > 0).

oest(k,l)

Question
A-t-on pour tout uplet k (k; > 1)

/ fik = Px(e, log(e)) avec P € C[X, Y]
e

avec (*(k) = terme constant de P(e, log(e))?

Double mélange,
éclatements et M) |,
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Géométrie et régularisation
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Projets : Géométrie de la régularisation stuffle éclatements et My,

|. Soudéres

Les deux régularisations peuvent-elle s'interpréter a I'aide de Ila
géométrie des M, ,?

Régularisation shuffle : Régularisation stuffle :
Peut-on déduire (™ (W) de Peut-on déduire (*(k) de

/ ww ? / fi ?
cbm ,E (b*,s

Est-ce compatible avec la famille Est-ce compatible avec la famille
d’application d’oubli d’'application d'oubli
correspondant au shuffle ? correspondant au stuffle ?

Renormalisation

@ C'est une technique introduite en physique afin d'attribuer
une valeur finie (un sens physique) a des intégrales Géométrie et régulariation

divergentes.
@ Il s'agit de compenser pas a pas les différents types de

divergences d'une intégrale.

@ A. Connes et D. Kreimer ont formalisé cette opération dans le
cadre des algebres de Hopf [CK98].

@ L. Guo et B. Zhang I'ont mise en oeuvre dans les cas des
MZVs avec le point de vue des séries.
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Espaces de modules et renomalisation

On veut construire une algébre de Hopf Hg a partir des H*( Mo ,)
telle que

@ le produit et le coproduit soient compatibles a une famille
d'applications d'oubli F (celle du shuffle ou du stuffle);

@ La régularisation (¢™ ou (*) découle d'une renormalisation
sur HF.

Projets a long termes

@ Faire le lien entre Hfr et le groupe fondamental motivique de
P!\ {0,1, 00} de Deligne et Goncharov [DGO5].

@ Reprendre I'approche de Gangl, Goncharov et Levin sur les
liens entre cycles algébriques et polylogarithmes mais en
modifiant I'algebre de Bloch et Kritz a I'aide des espaces de
modules de courbes.

Géométrie et régularisation

@ Passer en genre 1, c'est a dire regarder les périodes elliptiques.
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